Current Topics in Biophysics 2001, 25(1), 51-56

WYMIAR FRAKTALNY W BIOLOGII I MEDYCYNIE -
PRZEGLAD STOSOWANYCH ALGORYTMOW

EDWARD OCZERETKO

Instytut Informatyki, Uniwersytet w Biatymstoku. 15-887 Bialystok, ul, Sosnowa 64

Many biological and medical objects seems to have fractal structure. A basic characteristic of such objects is their frac-

tal dimension. In the paper, some methods of fractal dimension estimati

WSTEP

Termin fraktal (lac. fractus — polamany) zostal
wprowadzony przez Mandelbrota (Mandelbrot,
1983) dla okreslenia figur geometrycznych przy-
pominajacych ksztalty znajdowane w naturze.
Fraktal jest tworem geometrycznym, ktorego cha-
rakterystyczng wlasciwoscig jest samopodobien-
stwo — jego nawet bardzo mikroskopijne frag-
menty sg podobne do calej figury. Przykladowo
drzewo mozna uznaé za fraktal, poniewaz z daleka
wyglada podobnie jak galaz bedaca jego czescia.
Wyrastajace z wigkszych galezi male galazki sg
rowniez podobne do calego drzewa. Dla obiektéw
spotykanych w przyrodzie, cz¢S¢ nie moze byc
doktadng kopig catodci — mamy tu o czynienia z
samopodobiefistwem statystycznym.
Podstawowym pojeciem teorii fraktali jest wy-
miar fraktalny D. Za pomocg tego wymiaru okre-
slamy stopiefi zlozonoéci roznego rodzaju obiek-
tow (matematycznych, geometrycznych, biolo-
gicznych, fizycznych) czy procesdw. Najwazniej-
sza wlasciwoscig D jest to, Ze moze on przyjmo-
wac wartosci niecatkowite (utamkowe). Odréznia
to go od wymiaru topologicznego T przyjmujace-
go wartoSci catkowite. Poprawna matematycznie
Scista definicja wymiaru topologicznego, mimo, ze
intuicyjnie pojecie to wydaje si¢ bardzo proste,
zostata podana dopiero w latach 20 naszego stule-
cia. Do dalszych rozwazan wystarczy nam w zu-
pelnosci intuicyjne rozumienie tego wymiaru.
Pogladowo idee wymiaréw T i D przedstawiono
na rycinie 1 opracowane] wg Tsonis & Tsonis
(1987). Zbior punktow tworzacych linie posiada
wymiar topologiczny 7= 1, nie w tym przypadku
znaczenia jak bardzo zlozony jest wzor. Podobnie
wymiar topologiczny powierzchni zawsze wynosi
2. To tradycyjne podejécie nie dostarcza zadnej
informacji na temat stopnia nieregularnosci, czy
rozczlonkowania danej figury. Linia prosta cha-

are pr

rakteryzuje si¢ wymiarem fraktalnym rownym
jednosei. Jednak im bardziej zlozony ksztalt, tym
wigksza wartos¢ wymiaru fraktalnego. Dla bardzo
zlozonej linii narysowanej na plaszczyznie D — 2,
natomiast dla linii w przestrzeni tréjwymiarowej
D —> 3. Wymiar powierzchni fraktalnej zawiera si¢
migdzy 2 a 3. Podsumowujac wymiar fraktalny
bedacy miarg zlozonosci obiektu pozwala precy-
zyjniej rozrozniac figury niz wymiar topologiczny.
Wymiar fraktalny jest miara stopnia, w jakim dany
obiekt wypelnia przestrzen.

WYMIAR HAUSDORFFA

W 1919 Hausdorff wprowadzil koncepcje wymia-
ru o wartociach niecatkowitych, obecnie zwanego
wymiarem Hausdorffa, lub wymiarem fraktalnym
(Haussorff, 1919). Okreslmy Srednicg zbioru M

bedacego podzbiorem przestrzeni R” jako:
diam(M) = sup{d(x, y),x,y € M} (n

gdzie sup jest kresem gdérnym zbioru, natomiast d
jest metrykag. Niech A, bedzie przeliczalnym,
otwartym  pokryciem  zbiou M  oraz
g, =diam{4,} <5 . Omaczmy przez H f;(ﬁ ) kres
dolny brany po wszystkich otwartych pokryciach
zbioru M:

HA@)=infY &} = inf(idiam(A, )*J,z >0
=l =l
(2)

Infimum w powyizszym wzorze jest brane po
wszystkich takich pokryciach dla ktorych zbiory
pokrywajace majg Srednicg mniejszg od & Dla
kazdego pokrycia bierzemy érednice, podnosimy
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Ryc. |. Wyniary topologiczny T 1 fraktalny D wy-
branych figur geometrycznych: a) nie ma zna-
czenia jak bardzo poskrecana jest lima, jej wy-
miar topologiczny wynosi 1. b) wymiar topolo-
giczny powierzehni zawsze wynosi 2. Stopien
zlozonosei danego ksztaltu najlepiej opisuje
wymiar fraktalny, ktory moze przybicraé warto-
ci niecatkowite

do potegi A i sumujemy. Hausdorff udowodnil, ze
granica lim H () = lim(inf ) &) istnieje i dazy
Bl A0 i=l

do nieskonczonosci jezeli A jest mniejsze od pew-
nej warto$ci krytycznej oznaczanej przez Dy.
Jezeli A jest wigksze od Dy to Hf,.(é') dgzy do
zera. Warto$¢ krytyczna Dy to wymiar Hausdorffa
zbioru M.

Niestety definicja ta nie prowadzi do numerycz-
nych zastosowan. Podstawows trudnoscig jest

oszacowanie wielkosci 3 & =Y diam(4, )" . Aby
i=l i=l

obliczyé¢ wymiar Hausorffa tylko w oparciu o
definicje nalezaloby przeprowadzi¢ obliczeniowo
niewykonalne poszukiwania, pokrywajgc dany
zbior elementami roZnego ksztattu i wielkodci,
przechodzgce w granicy z ich rozmiarem do warto-
$ci nieskoriczenie matych. Definicja ta jednak
stanowi matematyczng podstawg réznych metod
szacowania wymiaru fraktalnego. Niech, np. N(5)
bedzie najmniejsza liczba hiperszescianow o boku
rownym 8, ktorymi pokrywamy badany zbior.
Zastepujae diam(4,)” przez &P mamy:

o N{d)
> diam(4,)" = ) 8" = N(5)8"™ 3)
i=l

i=l

gdzie N(J)ocd” P i stad wymiar pudelkowy Dy
dany jest rGwnaniem:

In(N(8))
"= 500 1n(1/ ) @
Istnieje wiele algorytmow obliczania wymiaru
fraktalnego. Z kazdym z nich jest zwigzany okre-
slony rodzaj wymiaru fraktalnego np. wymiar
pudetkowy, cyrklowy, spektralny itd. Dla wszyst-
kich metod mamy do czynienia z zaleZnoscig po-
tegowa migdzy wybranymi parametrami:

M(8) = const-8° (&)

gdzie M(8) jest wartoscig mierzona, a & skalg.

Zachodzi bezpoéredni zwiazek migdzy wyktad-
nikiem @ a wartoScig D. Prawo potggowe jest
bezposrednio zwiazane z whasnoscig samopodo-
bienstwa.

SZACOWANIE WYMIARU FRAKTALNEGO
OBIEKTOW W PRZESTRZENI R*

Wyb6r metody obliczania wymiaru fraktalnego

jest kwestig naszej wygody i rodzaju badanych

danych. Ryc. 2 (opracowana wg Morse’a, Lawton,

Dodson & Williamson, 1985) ilustruje metodg

pudetkowa. Mamy tu do czynienia z obrazem

binarnym tzn. elementy macierzy obrazu przyj-

mujg tylko dwie wartosci 0 i 1. Algorytm ten mo-

zemy przedstawic nastgpujgco:

1.Badany obickt pokrywamy siatkg kwadratowa o
boku &.

2.Liczymy oczka siatki zawierajace elementy
badanej figury otrzymujac N(8).

3. Zapamigtujemy liczby N(&) i &.

4. Powtarzamy punkty 1-3 dla kilku lub kilkunastu
zmniejszajgcych si¢ wartoscei 8.

5.Na osi rzednych odkladamy logN, a na osi od-
cigtych logd otrzymujac tzw. ,,wykres fraktal-
ny”.

6.Nachylenie prostej regresji dla otrzymanych
punktéw jest zwigzanc bezposrednio z pudet-

kowym wymiarem fraktalnym ( N(8) ~ & PRy
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Rye. 2. Szacowanie wymiaru frakialnego metoda pudelkows,

Isinicjg takze inne algorytmy obliczania wymia-
ru fraktalnego tego typu obiektéw w przestrze-
ni R?, a wige i wymiary z nimi zwigzane takie jak
(Baveye & Boast, 1998; Hastings & Sugihara,
1994; Losa, Merlini, Weibel & WNonnemacher,
1998): wymiar cyrklowy, wymiar masowy, wy-
miar informacyjny, wymiar otrzymany przy zasto-
sowaniu metody pole-obwad.

Opiszmy wymiar cyrklowy. Jest on szczegolnie
uzyteczny, jezeli badamy krzywe o duzym stopniu
zlozonosci np. brzeg komorki biataczki wlochatej.
Dla danej krzywej znajdujemy wielko§¢ N(r) wy-
razajgca ile razy mozna odlozy¢ na niej za pomocy
cyrkla odcinek o dlugoéci r. Wtedy (N(r) — )r jest
dlugosceig tej krzywej, diugoscig przy danym roz-
stawieniu r cyrkla. Przy zwigkszeniu rozstawienia
dlugosc sig zmniejsza, przy zmniejszeniu zwigk-
sza, a wige migdzy wielkosciami N(r) i r zachodzi
nastgpujgce prawo potggowe:

Nry=C-1"™ (6)

gdzie D, jest fraklalnym wymiarem cyrklowym,
C jest stalq.

Wymiar cyrklowy brzegu liscia z ryciny 2 wy-
nosi D, =1,33+0,01.

r

OBLICZANIE WYMIARU FRAKTALNEGO
OBRAZOW MEDYCZNYCH

Komputerowg reprezentacjq obrazu- medycznego
np. obrazu radiologicznego jest macierz obrazu,
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gdzie stopnie szarodci odpowiadajgce elementowi
o wspotrzednych X, y tworza mniej lub bardzigj
skomplikowang powierzchnig, ktérej ksztatt daleki
jest od gladko$ci. Opisane powyiej metody nie sq
odpowiednie do tego typu danych, chyba, ze ba-
dany obraz poddamy procesowi binaryzacji.

Mandelbrot zauwazyl, ze powierzchnie wyste-
pujace w przyrodzie mozna traktowac jako wynik
btadzenia przypadkowego (Mandelbrot & Van
Ness, 1968). Utamkowy (fraktalny) wielowymia-
rowy ruch Browna FBM (Fractional Brownian
Motion) jest odpowiedzialny za ich uksztaltowa-
nie. Koncepcja ta znalazla szerokie zastosowanie
w analizie obrazow medycznych (Chen, Daponte
& Fox, 1989).

Funkcja losowa @(x) jest fraktalng funkcja
Browna (utamkowa funkcja Browna) jezeli dia
kazdego x i Ax:

,,[M_ﬂz(_) -

of

gdzie F()) jest dystrybuantg zmiennej losowej,
natomiast H to wspotezynnik Hursta (0 < H <1).
Oczywiscie x i Ax mogg by¢ rozumiane jako wek-
tory, co prowadzi do rozszerzenia definicji na
obiekty o wymiarze topologicznym rownym i
wigkszym od 2.

Miedzy wspolczynnikiem Hursta a wymiarem
fraktalnym zachodzi nastgpujacy zwigzek:

< y) = F(y)
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Rye. 3. Sypnaly aktywnogei skurczowe) macicy (iloéé probek 4096, czestosé probkowama 5Hz)

D=T+1-H (8)

Obliczajac wymiar fraktalny powierzchni meto-
da spektralng korzystamy z zaleznosci, ze dla
izotropowej powierzchni  f(x,y) wyznaczonej
fraktalng funkcjg Browna spektrum mocy P(u, v)

jest proporcjonalne do radialnej czgstosci
p=@?+v*)"? (Dennis & Dessipris, 1989),
czyli:

P(u,v) =C'((u2 +v2]I 1)_'j =Cfié, gdziea>0.(9
)

Algorytm wyznaczania wymiaru fraktalnego

metoda spektralng mozna wige zapisa¢ w postaci:

1.obliczamy spektrum mocy P(u,v) dla dangj
macierzy obrazu,

2.obliczamy P(p) korzystajac z ponizszego wzoru
(uéredniajac wartodci P(u, v) w koncentrycz-
nych pierécieniach

J P(u,v)dudy
P(p)==* 10
(p) o (10)
3.obliczamy f z nachylenia prostej regresji

log(P(p)) w funkeji log(p),
4.obliczamy wymiar fraktalny D Kkorzystajac z

wzoru D=3 - 2
Inne metody szacowania wymiaru fraktalnego

Tabela 1. Wyniki analizy fraktalnej sygnatow czynnodci skurczowej macicy.

Metoda Skurcze spontaniczne Skurcze po podaniu wazopresyny
Analiza R/S D=1.43+0.02 D=121+006
Metoda RL D=1.42+0.01 D=118+0.05
Metoda spektralna D=1.47+0.09 D=130+0.08
Metoda VM D=1.38 +0.02 D=120%0.02
Metoda falkowa D=146%0.05 D=130+005
Metoda RD D=136%0.04 D=116+0.03
Metoda Higuchi’ego D=1.48+0.04 D=129+0.04
Metoda wykorzystujaca réznice D=1.44+001 D=12240.02

intensywnosci
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obrazéw to m.in. metoda wykorzystujaca modelo-
wanie powierzchni za pomocg prostopadlodeia-
néw, metoda wykorzystujace roznice intensywno-
$ci, algorytmy oparte na morfologii matematycz-
nej, czy metody wykorzystujace transformate
falkowa (Caldwell, Moran & Bogoch, 1998; Chen
et al., 1989; Nieniewski, 1998; Mallat, 1989).

WYMIAR FRAKTALNY SZEREGOW
CZASOWYCH

W przypadku szeregow czasowych nie mozemy
moéwié o samopodobienstwie lecz o tzw. samoafi-
nicznoécei. Jak wiadomo samopodobienstwo jest
zwiazane z faktem, ze ksztalt (wzor) jest identycz-
ny po operacjach powigkszania czy pomniejszania
(mozemy dokonywaé tu przesunigé czy obrotow).
Dla szeregdw czasowych na osiach wspdirzednych
X, y wystepuja rozne wielkosci, a wige osie muszg
by¢ skalowane w réznym stosunku.

Zamiast opisywaé poszczegolne algorytmy po-
damy wyniki analizy fraktalnej sygnatow przed-
stawiajgcych czynnos¢ skurczowg macicy dla
skurczow spontanicznych i skurczow po podaniu
wazopresyny (ryc. 3). Sygnaly zarejestrowano w
Zakladzie Patofizjologii Ciazy Akademii Medycz-
nej w Bialymstoku. Zastosowane metody to (Bas
singthwaighte & Raymond, 1994b; Gallant, Moore
Hutchinson & Gressler., 1994, Bassingthwaighte,
Liebovitch & West, 1994a; Higuchi, 1990; Akay
& Mulder, 1998):

— analiza przeskalowanego zakresu (analiza R/S);

— metoda RL (rougness-length) — oparta na defini-
cji pojecia nieregularnosci;

— metoda spekiralna — oparta na szybkiej trans-
formacie Fouriera;

— metoda VM (variogram method) — wykorzystu-
jaca tzw. wariancjg przyrostow,

— metoda falkowa;

—metoda RD (relative dispersion — wzglednej
dyspersji);

— metoda Higuchi’ego;

— metoda oparta na roznicach intensywnosci.

Rezultaty przedstawiono w tabeli 1. Mamy do
czynienia z roznicami w wartosciach wymiaru
fraktalnego dla réznych metod. Jednak wyniki
poréwnania tych dwoch sygnatow sg niewatpliwie
logiczne.

W tym miejscu nalezy wspomnie¢ o badaniu
wlasnodci  chaotycznych szeregdéw czasowych.
Jedng z wielu metod jest obliczanie wymiaru
fraktalnego atraktora. Wymiar frakialny atraktora
w przestrzeni fazowej jest oczywiscie czym$ in-
nym niz wymiar fraktalny sygnalu z ktdrego re-
konstruujemy ten atraktor. Jezeli znajdziemy ni-

sko-wymiarowy atraktor w przestrzeni fazowej,
oznacza lo, ze badany szereg czasowy moze by¢
generowany przez deterministyczny zwiazek.
Stosujemy tu wymiar pudetkowy i wymiar korela-
cyjny (Kruger, 1996; Grassberger & Procaccia,
1983).

MULTIFRAKTALE.

Multifraktale (Feder, 1988) roznig si¢ od fraktali

dwiema charakterystycznymi cechami:

1.Pojecie to oparte jest nie na zbiorach lecz na
miarach z tymi zbiorami zwiazanymi.

2. W wyniku pomiaréw otrzymujemy nie pojedyn-
czq warto§¢ wymiaru fraktalnego lecz spek-
trum wymiaréw D,, przedstawione w formie
wykresu D, w funkgji q. Miary multifraktalne
charakteryzuje widmo wymiaru Dy Analiza
multifraktalna rozni si¢ wigc zasadniczo od
obliczania ,,zwyczajnego” wymiaru fraktalne-
go. Zastosowano ja m. in. do analizy ksztaltu
komorek nerwowych (Smith. Lange & Marks,
1996).

UWAGI KONCOWE

Duza liczba algorytmow stuzacych do szacowania
wymiaru fraktalnego wynika z faktu, ze matema-
tycznie icista definicja tego wymiaru, definicja
Hausdorffa nie nadaje si¢ do praktycznych zasto-
sowan. Stad tez cata mnogo$¢ metod i nieuniknio-
ne roznice w wynikach uzyskiwanych przy ich
pomocy (Oczeretko, Rogowski & Jurgilewicz,
1998). Daje to jednak mozliwos¢ wyboru metody
odpowiedniej do naszych danych.
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