ZAGADNTIENTA BIOFIZYKI WSPOLCZESNESDJ
tom 7 1982 s, 33=-41

Marian Grabowski

STERDWALNOSC MODELU HODOWLI
PRZEPLYWOWEJ MIKRODRGANIZMOW Z BEZWLADNOSCIA
I ANTAGONISTYCZNYCH UKEADOW TYPU VOLTERRY
W POBLIZU NIETRYWIALNEGO PUNKTU ROWNOWAGI

1. WSTEP

Modelujac matematycznie procesy biologiczne usilujemy otrzymac
ukiady réwnen rézniczkowych, ktére opisywaiyby przebieg zjawisk
w miare uplywu czasu. Réwnania te powinny odzwierciedlac wszystkie
wiasciwosci ukladu, chociez zwykle zadawalamy sig¢ najbardziej 1is-
totnymi wlasciwoéciami danego procesu. Rozwigzania réwnan powinny
dawaé tekie przebiegl czasowe opisywanych wielkosci, jakie obserwu-
jemy w rzeczywistosci. Podobnie rzecz ma sig ze stanami réwnowagi,
asymptotycznym zachowaniem sig ukladu, zaleznoscig rozwigzan od pa-
remetréw wystepujacych w réwnaniach itp. '

Taki opis ukiadu ogranicza sig¢ jednek do wiasciwosci ,wewnetrz-
nych* tego ukiadu. W takim modelowaniu proces biologiczny pozZosta-
wiony jest .samemu sobie”. Dokladnie méwigc, w takich wypedkach nie
stewiamy pytenia o zachowanie sie¢ ukiadu poddenego zewngtrznemu
sterowaniu. Pytanie to nie wydaje sie byc biahe dla zagadnieri bio-
logicznych, Sem fskt prowadzenia badari eksperymentalnych jest in-
gerencjg w uklad biologiczny. Czesto tez usiluje sig¢ swiasdomie ste-
rowa¢ uklademi bioleogicznymi, np. poprzez zmienisnie liczebnosci
populacji w ukladach ekologicznych. Z drugiej strony istniejg tekie
zmienne w ukladach biologicznych, ktérych nie moZzemy zmieniac bhez-
posrednio, bo prowadziloby to do zniszczenie badanej struktury.
Istnieja wigc uklady, w ktérych mozemy tak zmienia¢ wielkosci po-
szczegélnych zmiennych dynamicznych, wprowadzajgc zaburzenie zewne-
trzne, aby w skorczonych odcinkach czasowych osiggngc dowolna,

z géry wybrang wielkosc tych zmiennych. Moge wiec istniec wielkosci
dynamiczne sterowsne posrednio badZ bezposrednio, w powyZe] okres-
lonym sensie.

[33]
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Powstaje problem, czy matematyczne modele ukiadéw biologicz-
nych maja te wlasciwosé (dla eksperymentatora prawie oczywistg).
Spelnianie takiego kryterium jest dodatkowym sprawdzianem siusz-
nosci postulowanego modelu matematycznego, gdyz oddaje ono jedna |
z najbardziej charakterystycznych wlesciwosci ukladu rzeczywistego. |

Celem niniejszej pracy jest przetestowanie sterowalnosci dwéch
matematycznych modeli ukladéw biologicznych przy pewnych dodatko-
wych ograniczeniach. Sterowelnoé¢ ukladu bedzie badana jedynie
w pobliZzu jego nietrywialnego stanu réwnowagi. WigZe sig¢ to z fak-
tem, 2e metematycznie problem sterowalnogci mozna dobrze postawic
dla ukladéw liniowych réwnan rézniczkowych.

W rozdziale 2 pracy dyskutowane jest pojecie sterowalnosci uk-
tadéw liniowych réwnan rézniczkowych. W nestepnym rozdziale opisu-
jemy uiywane przez nas przybliZenie i uzasadniamy je. Wreszcie
w rozdzialach 4 1 5 badamy sterowalnosc zlinearyzowenych wokél nie-
trywialnego stenu réwnowagi réwnan typu Volterry-Verhulste a i réw-
narh opisujacych model hodowli przeplywowej mikroorganizméw przy za-
lozeniu Jeruzalimskdiego o ich bezwladnosci biologicz-
nej. Na koricu pracy przeprowadzona jest dyskusja uzyskanych wynikéw,

2. STEROWALNOSC STACIONARNYCH UKLADOW LINIOWYCH

W modelowaniu ukladéw biologicznych usilujemy zwykle znelez¢
réwnania rézniczkowe, ktére opisymatyby zmisne w czasie interesujg-
cych nas wielkosci. Zbiér tych wielkosci bedziemy nazywac stanem
uktadu. Znajomosé stenu w okreslonej chwili czasu daje maximum wie-
dzy o ukladzie. Dynamike uktadu opisuje zesp6l réwnari, ktérego roz-
wigzania opisujg ewolucje stanu w czesie. Chcemy jednak uzyskac te=-
ki opis dynamiki ukiadu, ktéry uwzglednialby fakt kierowania ukla-
dem w czasie przez czynniki zewnetrzne. Sterowanie ukiadem dynamiczs
nym przez czZynnik zewngtrzny opisywane jest pewng funkcja zalezna
od czasu zwena wlasnie steroweniem. Funkcje te wraz z odpowiednini
wspbéiczynnikami dopisujemy do ukiadu réwnari odpowiadajgcych danemu
modelowi. Problem kierowania ukladem dynamicznym sprowadza sig¢ do
przeprowadzenia go ze stenu w chwili €, do stanu koricowego w chwili
pézniejszej dla dowolnego sterowania i skorczonego czasu.

wezmy dowolny ukled opisywany za pomocg ukladu liniowych zwy-
czajnych réwnan rézniczkowych:
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dx -~ ot
E- Ax +$H, (1)

gdzie & jest m-wymisrowym wektorem stanu, @ 4 m -wymiarowym stero-
waniem, & i A sa macierzami o wymisrach nxm i nxn. Nie wdajac sie
w subtelne szczegbly matematyczne naleiy zauwazy¢, ze niekonieczne
jest zalozenie ciaglosci rownar (1), ele réwniez sterowania niecig-
gle sa dopuszczalne. Ma to duze znaczenie w konkretnych modelach,
gdzie nie zawsze Sterowanie moze byc ciagle.

Méwimy, Ze uklad (1) jest sterowalny, jesli dle wszystkich dwéch
stenéw-i%. iﬂ istnieje sterowanie u takie, e odpowiadajgce temu
sterowaniu rozwiazanie.ilt) speinia nastepujace warunki poczatkowe

i koncowe:

x(t) = %,, X(T)=%;.

Takie sformulowanie sterowalnosci réwnan liniowych podai Kalmén
[6]. od niego pochodzi réwniez proste kryterium stuzace do badanis
sterowelnosci.

Uktad (1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

(s a5, A%, ., 4" "s] (2)

o n wierszach imn kolumnach ma rzad 7. Rzedem macierzy nezywamy jak
wiadomo stopien najwiekszej nieosobliwej macierzy kwadratowej pow-
stalej przez skreslenie wierszy i kolumn w macierzy pierwotnej. War-
to tu jeszcze zauwazy¢, ze jesli uktad ( 1) jest sterowalny na pew-
nym odcinku [0,7,] . to jest sterowalny na kazdym odcinku [0,7] .
gdzie[7 > 7;_].

3. LINEARYZACJA ROWNAN ROZNICZKOWYCH
W POBLIZU PUNKTU ROWNOWAGI

Jak widac¢ z poprzedniego rozdziatu, kryterium sterowalnosci zos-
talo podane dle liniowych réwnafh rézniczkowych,. Niestety, wigkszosc
réwneri opisujacych okreslone uktedy biologiczne jest nieliniowa. Wo-
bec tego mozliwo4¢ zbadenia sterowalnosci takich ukledéw istnieje
tylko w poblizu punktu réwnowagi uktadu, gdzie z dobrym przyblize-
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niem moZna zastapi¢ nieliniowy uklad ukiadem réwnan zlinearyzowa-
nych. Procedurs linearyzacji réwnah réZniczkowych wyglede naste-
pujaco. Niech

dzx,

g 1 (2,5 2y,),

dx (3)
_Tﬁﬂ = Fﬂ(x1’- --,xn)

bedzie ukledem réwnar opisujacych okreslony proces biologiczny,
gdzie F (ax,,...,%,;)sa w ogélnym przypadku funkcjami nieliniowymi.
Funkcje te dodatkowo zaleia od czasu w jawny sposdéb, gdy istnieja
zmienne warunki zewnetrzne. Niech X4 = const,....Xy = const be-
dzie stanem réwnowagi ukiadu. Znikaje wowczas lewe strony réwnan
(3). wprowadzemy teraz niewielkie odchylenia od polozenia réwno-
wagl:x;, =ux; +&;,, ¢ = 1,....,7 1 wstewimy x, do réwnat ( 3), Pra-
we strony tych réwnan rozklade sie¢ na szereg Taylora i korzysta
sig z zalozenia o malosci £,. Dzigki temu mozna ograniczy¢ sie do
pierwszych wyrazéw rozwiniecia:

h
Fi{ s s, )= F; (ﬂ*r"--:‘”n)"'%‘ “{,ﬁ'éﬁ
. =

gdzie:

a - = 8‘Fb (.x'f;'-'sxn)
el a'xf £1 J"'?E”

Korzystajgc z tego, Ze X4.....%p jest punktem réwnowagi otrzy-
mujemy zlinearyzowany uklad réwnar rézniczkowych o statych wspéi-
czynnikach:

dé
d—;-ané1+._. +a1ﬂEﬂr

(4)
ﬁn.anngi + ... ‘l‘annén_

Ten uklad réwnar opisuje zachowanie sig ukladu w poblizu stanu
réwnowagi. Ukiad (4) moina latwo rozwigzac i przedyskutowac rozwig-
zania ukladu jako funkcje czasu i wspdiczynnikow Q. Podczas ta-
kiej snelizy moze okaza¢ sig, Ze stan ukladu oddela sig z biegiem
czesu od punktu réwnowagi. Dla dostatecznie duzych chwil czasowych
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stan ukladu jest bardzo daleko od punktu réwnowagi, a jego zachowa-
nia sig¢ nie mozna opisac réwnaniami (4). Modelami, ktére moga byé
opisywane przez (4) w pobliZu punktu réwnowagli sg modele, gdzie wy-
stepuje oscylacje wokét polozenia réwnowagi. Do takich tylko ukie-
déw biologicznych ograniczymy sie w dalszym ciagu pracy.

4. STEROWALNOSC ZLINEARYZOWANYCH ROWNAN
TYPU VOLTERRY=VERHULSTE'A

Zbadamy sterowalnosc modelu matematycznego, ktérym usiluje sie
w ekologii opisac wspéiistnienie dwéch antagonistycznych gatunkéw
zwlerzgt, Bgdziemy rozwezac model, w ktérym oprécz wzajemnej kon-
kurencji gatunkéw bedzie istniale jeszcze konkurencje wsréd ,ofiar™,
Niech.t(f) i g(f) beda liczebnoséciami odpowiednio .ofiar" i ,dra-
piezcow”., Réwnanis modelu sz wéwczas nastepujace [7]:

d.
E;‘_r_ - ax‘ﬁ.xy-g’x'?’
(5)

%— = kflxy - my.

Wspbiczynnik « 1 m sa wspbdiczynnikami naturalnego przyrostu
«ofier"” i naturalnej émiertelnosci .drapiezcéw"., Stala k£ opisuje
fakt, ze k-ta czesc .zjedzonej" ofiary zostaje zuiyte na repro-
dukcje. 8 V(x) = Bx jest wielkoscia ofier zuzywesnych przez jednego
draplezce na jednostke czasu. Czion 3‘.3:2 opisuje antagonistyczne
oddziatywanie wéréd ofier, ktére moze powstac np. z powodu ograni-
czonej ilosci poiywienia. Kiedac F = O otrzymujemy klasyczne réw-
nania volterry. Ukled (5) me jedyny nietrywialny sten réwnowagi

akB-mi
PY:H

[

s
X - Y

Linearyzujac ukiad (5) wokél polozenia réwnowagli otrzymujemy
p=x-% 2qg=y-y

akB - ¥m (6)
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Zalézmy teraz, ze ten, jek latwo sprawdzi¢, oscylujgey uklad
poddamy oddzialywaniu zewnetrznemu. Ogélnie mozemy przyjec, 2e
jakis czynnik zewnetrzny zmienie liczebnosc ,ofiar” i drapiezcéw”,
Réwnanie (6) przyjmie wéwczas postac:

ap . mf

s =_EE—P — %g + au(t),

(7)
dg  akp - Fm
a s

gdzie u(+) jest sterowaniem, a Q i b stalymi wspélczynnikemi. Dla

tekiego ukladu mozemy zestosowec kryterium (2), gdzie:

p + bul(t),

&
k
0

>

[s,45] =

Uktad bylby niesterowslny, gdyby wyznacznik tej macierzy by
réwny zeru. Wideé¢, ze kiadac ktorys ze wspblczynnikéw @ lub b row-
ny zeru w dalszym ciggu otrzymamy ukted sterowalny. Réwniez nie mo-

ze byc Qfé_fgﬂ = 0, gdyz stan stacjonarny ukladu byiby trywielny.

Ukted nie bylby sterowalny, gdyby

2 (akﬁ/;ﬂ'm) +ab(£—z~g)+b2% = . (8)

State @ i b musza byé rzeczywiste. Z drugiej strony, aby zline-

aryzowany uklad (6) byt oscylujacy dls ustalonego a lub &, w(8)4
musi by¢ mniejsze od zera. widaé stad, ze wéwczas @ lub & byiyby nie

rzeczywiste. Przeprowedzona eneliza wskazuje, ze ukiad (7) jest ste-

rowalny bez zadnych ograniczen.
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5, STEROWALNOSC ZLINEARYZOWANEGO MODELU
HODOWLI PRZEPLYWOWEJ.Z BEZWLADNOSCIA BIOLOGICZNA

Nastegpnym modelem, sterowalnosé ktérego zbadamy, bedzie model
opisujgcy hodowle jednorodnej populacji mikroorganizméw w warunkach
przeptywowych [ 1]. Okazuje sig, ze w takim ukledzie niekiedy wys-
tgpuje oscylacje. Mozna bedzie wiec stosowac powyze] opisane przy-
blizenie. Model, ktérym bedziemy sieg zajmoweé, zostal sformulowany
wprecach Jeruzalimskiego [1-3]. Zalozyl on, 2e za
oscylacje hodowli odpowiedzialna jest tzw. biologiczna bezwladnoséc.
Oznacza to, e po zmianie stezenia substratu tempo wzrostu komérek
ulega zmianie nie od razu, lecz dopiero po pewnym czasie. WigZe sie
to prawdopodobnie z tym, ze najbardziej bezwladnym ogniwem w wewng-
trznym aparacie komorkowym odpowiedzialnym za procesy wzrostu sa
rybosomy. Doéwiadczalnie stwierdzono. ze w przypedku zwiekszeﬁia
iloéci pozywienia nastepuje intensywny proces syntezy nowych rybo-
soméw. Za [2] przyjmiemy, ze uklad réwnan dla takiego modelu ma
nastepujace postac:

dx xyr

dr ~ 6+y - Dx = Ei('r-y-r)'

dy | xyr

dE = Bryg D(Yo~Y) = Fofx,4.7) (9)
/)

A -r)=F (£4.7);

w zmiennych bezwymiarowych. Zmienne te oznaczaja: X - wielkoéc pro-
porcjonalna do biomasy, ¥ = do substratu, r - do ilosci rybosoméw
na jednostke iloéci biomasy. U - predkosc przeptywu, ;6 - stale
charakteryzujace model. Dokladniejsze wyjasnienie modelu zneleZc
mozna w[ 1]. Jednym ze stanow stacjonarnych uktadu (9) jest stan:

g= -5+ K=Y Y r=6+0(1-6). (10)

szczegdlowa analize tego stanu przeprowadzono w pracy | T
z ktérej wynika, ze w pewnym ograniczonym obszarze zmiennych T, [
i 6 moga wystepowac oscylacje gasngce. Istnieje wiec sens badania
sterowalnosci zlinearyzowenych réwnan (9).
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Zapiszmy ogélnie zlineeryzowany uklad (9) z jedna tylko silg

sterujaca:
1=
av
EE—=AU'+'SU, \S=(Uﬂ)’ (11)

gdzie Atj -gg i r=(x,¢y,7) . Zakladamy, ze nie eterujemy bezpo-
érednio ilodcig rybosoméw w mikroorganizmach, co jest doswiadczal-
nie uzasadnione. Matematycznym wyrazem tego jest zero w ostatnim
wierszu macierzy S. Analiza zechowenia sig ukladu (9) w poblizu
punktu réwnowagi (10) prowadzi do rozwigzania réwnania charakterys-
tycznego detl|ld I - Al - 0. Dostajemy réwnanie trzeciego stopnia. Aby
uklad oscylowal w czasis konieczne jest, by wyrdéznik tego réwnania
byt wigkszy od zera. Wéwczas, jak wynika z analizy wzoréw Cardano
(4], memy jeden pierwiastek rzeczywisty, dwe zespolone sprzezone,.
Zatem macierz 4 ma trzy rézne pierwiastki. Jak wynika ze szczegé-
towej analizy ukladdéw z jedng sils sterujgca [ 5] uklad (11) Jest

sterowalny.

6. DYSKUSIJA UZYSKANYCH WYNIKOW

Jak widaé z przeprowadzonych rozwazan oba badane modele sg ste-
rowalne w sensie Kalmana w poblizu stenu réwnowegi, wokéi ktérego
uktad wykonuje oscylacje gasngce badZ niegasngce. Dodatkowym argu-
mentem, ktéry potwierdza stuszno4c stosowanego modelu ukladu bio-
logicznego jest sterowalnos$é¢ tego ukladu. Szczegblnie dobitnie wi-
da¢ to ne pierwszym przykladzie (réwnanie typu Volterry). Jest rzs-
cza oczywista, ze ingerujac w srodowisko ekologiczne typu .ofiare-
-drapiezca” mozemy zawsze uzyskac dowolna ilosc¢ qrganizméw w danej
populacji. Oznacza to, ze uklad rzeczywisty jest sterowalny przez
czynnik zewnetrzny, w tym wypadku przez czlowieka., Widac, ze was-
ciwoéé¢ te ma réwniez model matematyczny. W drugim badanym przykla-
dzie uzyskujemy réwniez matematyczne potwierdzenie doéwiadczalnie
stosowanego posredniego sterowania. Sterujac tylko iloscia i sub-
stratem, mozemy dzigki sterowalnosci modelu, uzyskac dowolna war-
tosé rybosoméw, oczywiécie w mozliwych w ukladzie granicach.

Sterowalnosé jest wiec dodatkowym kryterium adekwatnosgi mode-
lu matematycznego i rzeczywistego ukladu biologicznego.

Maszynopis wplynal do Redakcji 7 X 1980
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Marian Grabowski

CONTROLABILITY OF A MODEL OF MICROORGANISMAL FLOW CULTURE
WITH INERTNESS AND ANTAGONISTIC SYSTEM
OF VOLTERRA TYPE NEAR A NONTRIVIAL EQUILIBRIUM POINT

Summary

Controlability of two mathematical modele is examined: a linea-
rized Volterra-Verhulet equation eystem describing coexistence of
two antagonistic snimal species and a system describing a homogenoue
culture of microorganisms under flow conditions. Controlability of
the both models is shown.
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