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GEOMETRYCZNE SFORMULOWANIE
STATYSTYCZNEJ TEORII FRDCESG@;TERHODYNAMICZNYCH
I PERSPEKTYWY JEGO ZASTOSOWANIA W BIOLOGII

1. WSTEP

Sformutowanie geometrii przez Euklidesa stalo sie¢ dla nastep-
nych pokolert wzorem écistej teorii naukowej. Jedli zasady teorii
zostaly podane w formie definicji i postulatéw, a twiardzenia by-
iy dowodzone w oparciu tylko o te definicje i postulaty, posiugu-
Jac sie co najwyzej konstrukcjami geometrycznymi opartymi na
dziele Euklidesa, méwiono, Ze teoria jest opracowana .more geome-
trico”. Tak opracowsli sws dziela Ptolemeusz, Kopernik i Newton
zachowujac nie tylko ogélna strukturge formalng, ale nawet i ude-
rzajace podobienistwo stylistyczne i terminologiczne do Elementow
Euklidesa. Styl ten panowal mniej wigcej do czaséw Gauasa, tj. do
potowy XIX w,, i jedli potem zanikngil, wigZze sig to gidéwnie z wy-
parciem faciny przez jezyki nowozytne w nauce europejskiej,

8 Euklidesa przez wspélczesnych matematykdéw, znacznie juz prze-
wyzszajacych Euklidesa pod wzgledem precyzji i abstrakcyjnosci
ujecia. Sama zasada jednak pozostala i dzid uchodzi ze okreslenis
matymatyki jako opartej ne metodzis skajomatycznej, & takze mate-
matycznego przyrodoznawstwa, o ile doszlo ono do takiej dojrzato-
dci formalnej, 2e moze byc traktowana takze jako dzial matematyki.
Jesli chodzi o nauki fizyczne, to dzigki Newtonowi mechanika jako
pisrwsza zréwnaia sie pod wzgledem deislodci z naukami metamatycz-
nymi w wezszym tego siowa znaczeniu, Mechanika relatywistyczna

i ogélna teoria wzglednosci Einsteina, a potem mechanika kwantowa
Heisenberga, Schrodingera i von Neumana byly dalszymi krokami te-
go procssu. Elekirodynamika Mexwella od razu powstata w eleganc-
kiej formie matematycznej dzieki uprzadniemu przygotowaniu idei
fizycznych przez Faradaya i geniuszowi Maxwella (podobnie zresztg
jak w przypadku Newtona, ktérego poprzednikami byli Kopernik, Kap-
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ler i Galileusz). Dzigki rozwojowi metod tensorowych, a potem me-
tody form rézniczkowych, elektrodynemika klasyczna nabrata dzis
wysokiej doskonalodci matematycznej, elektodynamika kwantowa za$g
stala sig¢ najdoskonalszg czedcig kwantowej teorii pola, w calosci
Jeszcze nie zupeinie zakonficzonej teorii pod wzgledem fizycznym
i matematycznym.

Jesli chodzi o termodynamike, zardéwno fenomenologiczna jak
i statystyczng, to daleko jej jeszcze od peinej .geometryzacji®
w podanym wyzej znaczeniu. Byc moze z tego wzgledu termodynamika
nie cieszyla sig¢ nigdy zbyt wielka popularnosdcig wéréd fizykéw-
~teoretykow i matematykdw, mimo jej wielkiego znaczenia dla tenriil
1 praktyki. Nawet sukces Plancka, ktéry odkryl kwanty dziatania
dzigki pracy nad termodynamike promieniowania, ani eleganckie
sformutowanie zasad termodynamiki przy pomocy teorii form Pfaffa
przez Csrathéodory'ego, nie zdolely zmienic tego raczej niechet-
nego stosunku fizykéw i matematykéw do termodynemiki. Wydaje sie,
2e przyczyna tego zjawiska lezy z jednej strony w oderwsniu sie
mechaniki kwantowej od swoich poczatkéw termodynamicznych, a z dru-
giej, ze praca Carathéodory’ego byls raczej izolowana, nawet w Je-
go wiasnej twérczoséci (opublikowai on tylko jeszcze jedna. raczej
techniczng i malto znang prace z tej dziedziny). Dopiero w ostat-
nich latach odizylo w pewnym stopniu zainteresowanie tymi sprawami,
Wigze sig¢ to tez z silnym rozwojem metod jakodéciowych i topologiczs
nych w mechanice pod wplywem wielkiego renesansu geometrii rézniczs
kowej i powstania topologii réZniczkowej w ostatnich dziesieciole-i
ciach ( Ehresmann, Smale, Kolmogorow, Thom, Arnold i inni). Metody
te nawigzywaly do idei Poincarégo i Lapunowa wypowiedzisnych jesz-
cze w XIX w., staly si¢ jednak w istocie wielka synteza metod no- ‘
woczesne] matematyki, od topologii i teorii mnogodci po kombina-
toryke i metody algebraiczne, wiaczajgc przy tym klasyczng enalize,
torig form i réwnan rézniczkowych oraz analize funkcjonalna. !

W niniejszej pracy pragne krétko stredcic wyniki uzyskane w os-
tatnich latach na temat geometryzacji podstaw termodynamiki,
w szczegOlnodci statystyczne] teorii proceséw termodynamicznych.
Chodzi giéwnie o prace wykonane przez podpisanego w czasie jego po-
bytu w Japonii (1977/1978)., w Uniwersytecie Hokkaido w Sapporo
i Tsukuba University, Ibaraki-ken. koo Tokio. Autor pragnie krot-
ko wskazac mozliwodéci zastosowan biofizycznych, ktére w duzym sto
niu byly motywacjg podjetych badan, Bardzie] szczegbowo wyniki te
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beda przedstawione w serii publikacji znejdujgcych sig¢ w przygoto-
waniu, Calosé dotychczae wykonanych bader, cho¢ zamyka w pewnym
ssneie ich pierwszy etap, jest jednak dopiero poczgtkiem ujecia
catosci termodynamiki .more geometrico” w zakresie wystarczajgcym
takze dla biologii, a wlagciwe =zaatosowania biologiczne majg

z nich wynikngé dopiero w przysziosci. '

2. TERMODYNAMIKA FENOMENOLOGICZNA

Termodynamika fenomenologiczna nie jest podatawg teoretyczng
termodynamiki statystycznej., lecz reaczej na odwrét. Byloby jednak
naiwnosdcia uwazac, ze mozemy zrezygnowaé z teorii fenomenologicznej
gdy mamy statystyczng. Teoria statystyczna jest w rzsczywistosci
tylko drobnym fragmentem w stosunku do zakresu zagadnier, ktéry
stwarza doswiadczenie. Teoria ta jest raczej programem niz reali-
zacja z doswiadczalnego punktu widzenia. Wydajs sig. & nawet jest
prewie pewne, ze atan ten nie jest chwilowy, lecz e Jest stanem
normalnym, ktéry bedzie istnial tak diugo, jak sama nauka. wydaje
sie tez, 2e jest stuszniej uwazac, ze dodwiadczenie makroskopowe
jest nie tylko dodatkowym sprawdzisnem, ale i pierwotnym Zrédiem
neszej wiedzy o mikroskopowej strukturze materii ( obok bezposred-
niego dodwiadczenia ,mikroskopowego™, ktére tez istnieje, jak
w spektroskopii lub mikroskopii elektronowej) niz stac na skraj-
nie przeciwnym stanowisku. Dlatego jestem skionny zgodzic¢ sie
(choé z pewnymi zastrzezenismi) z poglgdem Truesde lla [1]
ktéry stusznie krytykuje zbyt skrajne stanowisko niektérych sta-
tystykéw, jako .imperialne” (“Reserchers in statistical or kine-
tic theories are inclined to claim a kind of universality for
their own results and hence to presume in others like aspirations
to empire” [1] s. 168). Stanowisko posrednie, akceptujgce rowne
prawa obu punktéw widzenia jako komplementsrnych wzgledem siebie
(a wigc jakby dialektyczne), wydaje sig najbardziej stuszne i twoér-
cze ( takie tez propaguje m. in. T rue s dell, choc z pewng
moze zbyt silna predylekcja ku teorii makroskopowej). Wobec pow-
stawanie coraz to wiekszej iloéci przyrzedéw o charakterze mikro-
skopowym, rola doswiadczenia mikroskopowego rosnie 1 niewgtpliwie
nie moze byé ono ignorowane. Poniewaz z drugiej strony teorie mi-
kroskopowe nie mogg nie byé w zgodzie z doswiadczeniem makrosko-
powym, mozna powiedziec, ze termodynamika statyczna jest, matema-
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tycznie rzecz biorgc, podzbiorem termodynamiki fenomenologicznej,
opiera sie bowiem na jeszcze dodatkowym dosdwiadczaniu, ktére te-
orie epecyfikuje. W korfcu tylko te czedé wapdlng moina uwazac za
w peini doswiadtzalnie potwierdzong. e wigc najbardziej pewng na
danym etapie rozwojowym nauki. Niestety, jest to jeszcze czesc
stosunkowo bardzo mata, co wynika giéwnie z niedoskonaloéci me-
tod matsmatycznych i rachunkowych nie pozwalajacych na peing kon-
frontacje teorii mikro i makro. Wiadnie zadaniem omawianej ssrii
prac jest m, in. te konfrontacje utatwic¢ i udoskonalic,

Idgc za Carath éodorymnm [2] i ostatnimi pracami na
ten temat ( np. [3 - i]) termodynamike fenomenologiczna moze byé
sformulowana matematycznie w ramach teorii tzw. przsstrzeni kon=-
taktowych, Przestrzert kontaktowa jest to rozmaitodc rézniczkowal-
na MMt 1o nieparzystej ilodci wymiaréw 2n+ 1 (n=0, 1, 2,...,
w przypadku termodynamiki liczbe m nazwiemy ilodcia termodynami-
cznych stopni swobody ukladu) wraz z tzw. struktura kontaktows
czyll formg rézniczkowg pierwszego rzedu (1-formg lub formg Pfaf-
fa) taka. 2e:

W = ©(6) = 64 (d8)” £ 0, (1)

( méwimy, 2e ) jest formg lub elementem objetodci, a M jest orien-
towalna [8] s. 132). Przestrzefi kontaktowg nazwiemy termodynamicz-
ng przestrzenia fazowa lub przestrzenig termodynamiczng, jeéli
jest zwans specjalna przestrzenia kontaktowa, tzn. Ze w calej M
(globalnie & nie tylko lokalnie) mozna wprowadzic takie wspoirze-
dne (zwane wspéirzednymi kanonicznymi) ( z, x! Y;)y t= 1.a00 ., Ze
(stosujemy konwencje Einsteine o sumowaniu po powtarzajecych sie
wskaznikach ):

1
& =az -—y‘-dx‘ - (2)

Gdy forma (2) znika, poruszamy sie po pewnej hyperpowierzchni cai-
kowe j

z = p(x) (3)

lwarunek ten oznacza geometrycznie, Ze /A posiada strukture Ry x N
gdzie N jest 2n-wymiarowg rozmaitoscig rézniczkowalna.
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w przestrzeni (2,2“-) , ktérag nazwiemy przestrzenia Gibbsa G, przy
czym wspéirzedne Y, rozpinaje przestrzefi wektorowg 7, styczng do

hyperpowierzchni ( 3) (1lub do przestrzeni X a'{(d-“)}) w punkcie l_-ti).
Otrzymemy wéwczas tzw, twierdzenie Care t h éodory’ego
o nieosigpgelnosci [3], przy czym x posisde interpretscje entropii
x! paremetréw ekstensywnych, a y, sprzezonych z nimi parametréw
intensywnych ( jeéli uklad jest dostatecznie duzy, ogdélnie bedziemy
méwic¢ o termodynamicznych wspéirzednych konfigurscyjnych x' 1 ter-
modynemicznych wspéirzednych pedowych ;) . Lokelne réwnenie (3)
nosi nmzwe réwnmnie fundmmentalneqo ( nezwa te pochodzi od Gibbse ),
e réwnenie

g; = g—ir(-’f’-): (= 1,.0002) (4)

nazywajg sie W termodynamice réwnsniami stenu [8]. kezdy punkt
przestrzeni termodynemicznej M opisuje pewien sten réwnowagi,

a krzywe procesy termodynemiczne quesistatyczne., tj. dostatecznie
powolne. aby przechodzily przez stsny rdwnowsgi. Jesli krzywe te
leza ne powierzchni ¢ (3), méwimy o procesach adiabatycznych lub
izoentropowych, gdy zed$ leza na powlerzchniach xf_ = const lub y, =
= const, nazywsmy je odpowiednio procesami :I.so-x‘-owymi lub iso-

—y; —owymi (typux’ lub typu yid.

Wiasnoéci termodynemiczne (geometryczne) se niezmiennicze wo-
bec transformecji wspéirzednych kontektowych tworzacych grupe spe-
cjalnych trensformecji kontaktowych ( stycznosciowych). Sa to tskze
dyfeomorfizmy (transformecje rézniczkowslne):

z’nr(z,.r{gg), xL.:X{(-%'-x‘yi): yg-Y.-(%xfya), (5)

ktére zachowuja tzw. newissy Lsgrange’a-Csrtana, tj. ¥4 Be C® (M)

»

[4,81= o (Gamy i) +Slge ~ud-) (6)

Na to, by dyfeomorfizm (5) byl kontaktowy ( specjalny) potrzeba
i wystarcza by

[z, x] =0, [¥i ¥l-0, [%.v] =0, [.2]=y,. [.x))-8{. (@)
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Dyfeomorfizmy kontaktowe (7) i tylko one zachowuja strukture kon-
taktowa (2) )

0 =dz -g‘-dxf. = Q‘z"-y’dx"-.' (8)

Analogiczng strukture geometryczna posiada niekonserwatywna
mechanika zelezne od czasu ( time dependent mechanics, tj. z ha-
miltonianem zaleznym od czasu [9] s, 132). Wspéirzedna =z posiada
wowczas interpretacje czasu,:riwspélrzednych konfiguracyjnych
(poozeri), a y, pedéw. W termodynamice jednak czas jakby nie ply-
nie (procesy sg nieskorczenie powolne ), nie ma on wiec znaczenia
geometrycznego ( jest co najwyzej dodatkowym parametrem, jak w me-
chanice konserwetywnej., i wdéwczas trzeba go zdefiniowac przez do-
datkowe pole wektorowe - pole wektorowe hamiltonianu). Geometria
kontaktowa, podobnie jak geometrie symplektyczna w mechanice kon-
serwetywnej, nie jest geometrig metryczna, nie posiada tez na
ogbéx krzywizny czy torsji, nie me wiec tez na ogél tzw, koneksji.
Jest to wiec geometria bardzo .staba”, nie pozwalajaca np. na sto-
sowanie twierdzenia Pitagorasa, albo nierdéwnosci tréjkata nawet
w aieskoriczenie melych obszerach. Powstaje jednak pytenie czy je-
$li przyjac., Ze termodynamika de sie uzyskec z mechaniki statys-
tycznej., klasycznej lub kwantowej, a wiec., Ze jestesmy w owym
spec jelnym obszarze termodynemiki fenomenologicznej. ktéry pokry-
wa si¢ zakresowo ( przynejmniej potencjelnie) z termodynamika sta-
tystyczna, wiasnosci geometryczne nie ulegajg .wzmocnieniu”, np.
czy geometria nie steje sig¢ wéwczes metryczna ( np. riemannowska)?
Okazuje sig¢, Ze tak, i oméwimy to w nastepnym rozdziele. ( Fakt
ten posiada swoja enalogie w mechanice hemiltonowskiej mianowicie
gdy energia kinetyczne jest formg kwadratowg, jest to tzw. geome-
tria Sy n g e’e [10, 11] s, 477).

3. TERMODYNAMIKA STATYSTYCZNA

Aby uzyskac termodynemike z mecheniki statystycznej trzeba
przejsc od przestrzeni standw mechaniki stetystycznej do przes-
trzeni standw termodynamicznych, ktdre jest pewnym podzbiorem
{podprzestrzenia) pierwszej. Nelezy podkreslic¢, ze (peine) prze-
strzern fazowa mecheniki klasycznej lub przestrzert Hilberte mecha-
niki kwantowe]. Te ostatnie bowiem zewieraja jedynie stany czyste,
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podczas gdy przestrzef stanéw mechaniki statystycznej zawiara tak-
ze stany mieszane (i tylko te ostatnie wchodze naatepnie do prze-
strzeni termodynamicznej).

Przestrzef termodynamiczna aklada sie¢ tylko ze atandw pewnego
typu réwnowagi, ale nie musi to by¢ koniecznie .zwyczajna® réwno-
waga okreslona przez jedng temperature T(_nazniauy j@ temperaturg
energetyczna plerwszego rzgdu). Aby to lepiej zrozumiec rozwaimy
prosty przykiad. WyobraZmy sobie, Ze znajdujemy sie w sali nowo-
czesnych komputeréw, w ktérej dziata urzgdzenie klimatyzacyjne.
Temperature powietrza jest wtedy mniej wigcej staia, ale oczywis-
cie nie absolutnie stata. Nie chodzi w tym przypadku o lokalne
odstepstwa od réwnowagi spowodowane obecnoscig ludzi, ktérych tem-
peratura ciale jest wyzsza niz otoczenia, lub dziataniem kompute-
réw, ktére maja wiasne zrédia energii i réwniez powoduje lokalne
nagrzewanie. Zalézmy wigc dla prostoty, Ze komputery sa wyiaczo-
ne i ludzi wewnatrz nie ma. Chodzi nam wylacznie o dziaanie kli-
matyzatora. Nie ma na swiecie klimatyzatora, ktory by méglt zape-
wnié¢ ideelnie stala tempersture, bez Zzadnych wahari. Kazdy ma pewng
charakterystyka techniczng, ktéra gwarantuje okreslona tolerancje
(doktadnoéé sredniej temperatury powietrza). Najwygodniej podac te
tolerancje za pomoca stendardowego odchylenie ( fluktuacji) od prze-
pisanej $redniej temperatury. Jeszcze dokiadniej moze to byc poda-
ne za pomoca wyzszych momentéw statystycznych temperatury, a reczej
momentéw energii wewnetrznej powietrza. Ot6z dopiero zespdéi tych
warunkéw technicznych dla urzadzenia zweanego ogélnie termostatem
okresla rodzaj réwnowagi panujgcej W jego wnetrzu. SzczegOlnie waz-
ne jest to dla biologii, bo ukiedy biologiczne majg na ogéi swoje
wlasne termostaty ( przewaznie u zwierzat cieptokrwistych, ale tak-
2e i u innych, e newet u roslin, pierwotnymi grzejnikami sg mito-
chodria wydzielajace ATP). Termostaty te maja zapewnic najlepaze
werunki do przebiegu reakcji chemicznych wewnagtrz nich. Kazda re-
akcja chemiczna wymaga tzw. energii aktywacji dle swego zajécia
i pewnych optymalnych reziméw termicznych. Nie zawsze jeet
konieczne. eby temperatura byla sciéle okredlona, wystarczy na
ogét by byia w okreslonym przedziale, lub wystepowala z okreslonym
rozktadem prawdopodobierstwa wyznaczonym przez odpowiednie momenty
statystyczne (np. rozktadem Geussa okreslonym przez 6 i u - war-
tos¢ érednig, jak to widzielisdmy wyzej dla termostatu, jakim jest
klimatyzator).
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Gdy pewne momenty statystyczne sg zadane, inne sa obojetne,
lub jak mozemy powiedziec, s maksymelnie chaotyczne. Tak wiadnie
dochodzimy w naturalny sposéb do idei tzw. termodynamiki informa-
cyjnej [12-15, 38]. Idea ta polege ne maksymalizacji informacji
(entropii)przy zadenych wertosciech okreslonych momentdw jednej
lub wigcej wielkosci fizycznych. Jesli ogreniczymy sie tylko do
stendéw o skorficzonej wartosci informacji (sa to tzw. stany termo-
dynemicznie regularne, dla innych termodynamika jest w ogéle nie-
mozliwa), to werunek meksymalizacji wyznacza stan w sposéb jedno-
Znaczny. Zauwezmy, Ze gdy warunkéw na momenty jest 72, to otrzy-
nujemy z tego zadanie 27 + 1 parametréw bedacych funkcjami momen-
tow: n semych momentéw, 7 sprzezonych z nimi wspéiczynnikéw La-
grange ( nazywamy je uogélnionymi odwrotnymi temperaturemi) i war-
tosc entropii. Niekiedy moga by¢ w zedaniu i inne parametry makro-
skopowe, jak objetosc lub ilosé czagstek, ktére uwazemy za stale
(tj. wszystkie ich wyzsze momenty poczawszy od drugiego automaty-
cznie réwnaja sig 0). Wowczas tez moizna obliczyc sprzezone z nimi
perametry termodynamiczne ( termodynemiczne pedy) jako pochodne
z entropii po tych staiych, tak Zze w koricu otrzymamy réwniez nie-
parzysta iloéé 2n + 1 parametréw termodynamicznych (obecnie X +7 =
= ilo$é¢ zadanych momentéw + iloéc zadenych stalych). Pedy termody-
namiczne drugiego rodzaju nazwiemy uogélnionymi ujemnymi cidnie-
niami (ho. gdy ‘' = V, y, = -P. Tek wigc w zadaniu ze stala
iloscig czastek potencjal chemiczny jest uogélnionym ujemnym cig-
nieniem, a w zadaniu ze zmienng iloscig czgstek ( prowadzacym np.
do tzw. wielkiego rozkedu kanonicznego) potencjat chemiczny jest
uogélniong odwrotng temperatura. Oczywiscie oba zadania sa fizycz-
nie zupeinie odmienne, co wzasadnia odmienng terminologie.

Widzimy, ze metode termodynamiki informacyjnej pozwala uzyskacé
caty formalizm termodynemiki fenomenologicznej, jako specjalnej
geometrii kontaktowej., przedstawiony w poprzednim rozdziale. W szcze-
gélnosci uzyskujemy réwnenie fundamentglne (3) i réwnania stanu (4)
i oczywiécie forme rézniczkowz (2), Réwnoczesnie jednak uzyskujemy
znacznie wigcej. Ponizej podamy rdéwnolegle wzory dle prgypndku
klasycznego i kwantowego. Symbol dm bedzie oznaczal element catko-
wanie po bezwymiarowej mierze Lebesgue e w klasycznej przestrzeni
fazowej ukXadu (np. gdy uklad skiada sie z k nierozréznialnych
czastek, dm =4 '3“(11:?‘) "1d3kq ad “p , gdzie 4 jest staia Plancka),

a /r operacje branie $ladu dla operatora $ladowego (np. operetors
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gestosci) w przestrzeni Hilberta ukladu. Wéwczas mozemy zdefinio-
wac entropie stenu ¢ i entropig pary stanéw o, 6(entropie wzgle-
dng lub zysk entropii czy zysk informecji (entropy gain, informa-
tion between states)):

S (@) = - fotnodm, S()= - Tr(olnp), (9)
(=

SEle) =fg(£rzp— {n6)dm, S(61¢) =}’i-[p((.np—fn5)]. (10)
=1

We wzorach po lewej stronie ( wzory klasyczne) stany sg rozktadami
prawdopodobieristwa w przestrzeni fazowej, & we wzorach po prawej
stronie ( wzory kwentowe ) stany sg operatorami gestosci w przestrze-
ni Hilberte. Entropia stenu (entropia absolutna) wystepuje przy
maksymalizacji, o ktérej byla mowa wyzej. natomiest entropia wzgle-
dna odgrywa zasadnicza role w procesach termodynamicznych, gdyz

jak wiadomo wéwczas nalezy ja minimalizowac. Historycznie pierwsza
zasade (maksymalizacji entropii absolutnej) moZne nazwac zaseda
Clausiuse-Boltzmanna (wynika bowiem z niej tzw. druge zaseda ter-
modynamiki wyrazona wyzej w postaci zalozenia (1)), druga zes$ za-
sada Glansdorffa-Prigogine a (ta ostatnia jest bowiem réwnowazna

z minimalizacja entropii wzglednej i czesto jest tez tak formutowa-
na). Dd razu nasuwa si¢ mysl, eby zasade minimelizacji entropii
wzglednej powigzac z zasada najkrétszej drogi w przestrzeni termo-
dynamicznej. Istotnie, ze pomoca entropii (10) mozna zdefiniowaéd
metryke riemennowska w najnizszym przybliZeniu, w dalszych metryke
quasi-riemannowska ( patrz nizej) w przestrzeni standw, postugujac
sig¢ ideami znanymi ze stetystyki matematycznej ([16] s. 26), jak
dotychczas znanymi jednak tylko w zakresie klasysznym. Odpowiednik
kwantowy nie jest trywialny i wymege nieco innego podejscia ( patrz
takze poniZsze wzory, ktére wykazuja podobiernstwo i réznice). Wzér
kwantowy publikowany jest tu po raz pierwszy, bedzie szerzej przed-
stewiony wraz z dowodem w innej publikecji, ktéra znajduje sie

W przygotowaniu,

Metryke wprowadzamy tylko w przestrzeni wspéirzednych konfigu-
recyjnych X ={(;x"_}} trektujea przestrzer Y -{(y‘- )} jako styczna
do ¥ w punkcie (%‘) , a z jako funkcje parametréw konfiguracyjnych
dla dwéch ,sasiednich"™ standw (x‘t) i (xk + cz’xk) mozna pokazac, ze
w najnizszym przyblizeniu (uogélnienie: patrz nizej ) sumujac po
einsteinowsku po ¢, k
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S(.x{‘ x% 4 dxk) = 9if (xk)dx"dx-"—} 0, (11)

gdzie:

2 .
(x® k., dlng dilnp k a'ln
95 (%) !g(x ) S S dm gi(«)=-Tr(e —"g"ax‘axi ) a2

Wyrazenie (11) jest zawsze nieujemne (wynika to stad, Ze entropia
wzgledna jest zawsze nieujemna), a wyrazenia (12) sg symetryczne
we wskaznikach ( i j, otrzymujemy wigc prawidiowy .element odleg-
togci” ds miedzy punktami (x‘) 1 (xt+dxt):

ds = (gyda‘dzi) /2, (13)

czyli speinienie twierdzenia Pitagorasa w malych obszarach. Ponie-
waz tensor g, moze zalezec od x°, nie zawsze bedzie to przestrzer

euklidesowa ( choé czesto nig jest w nejprostezych przypadkach. np.
dla gazu idealnego). Ogdélnie jest to zekrzywiona przestrzen rieman-
nowska. W wielu prostych przypedkech krzywizne te obliczono i pfze—
prowadzono dyskusje fizyczna tych przypadkéw [17, 18] (patrz tak-
e nizej, inne przypadki sa w trakcie dalszych bada’ lub przygoto-
wane do publikacji).

4. PERSPEKTYWY ZASTOSDWANIA W BIOLOGII

Mozliwosé zastosowanie geometrycznego sformulowania statystycz-
nej teorii proceséw termodynamicznych w biologii wynika bezpoéred-
nio z powy2szego przedstawienia, w szczeg6lnosci z niektdrych uwag
w tekscie, w ktérych biologia zostala wspomniana. Zastosowania te
mozna podzielic na trzy etapy.

W pierwszym etapie nalezy roztrzygnac jakiego rodzaju termody-
namika ma miejsce w konkretnym przypadku biologicznym. Chodzi mia-
nowicie o to ile warunkéw ,termostatowych” powinno sig uwzglednic
dla prawidiowego opisu zjewisk. Kazdy proces biologiczny odbywa
sie w pewnym otoczeniu mekroskopowym, czy to bedzie otoczenie zew-
netrzne w stosunku do organizmu, czy teZz wewnetrzne otoczenie ja-
kiegos orgenu, komérki, fregmentu komdérki czy innej czesci orge-
nizmu. Otoczenie to warunkuje w sensie termodynamicznym charakter



Statystyczna teoria procesdéw w biologii 15

zachodzgcych proceséw. Chodzi o temperature, fluktuacje temperatu-
ry. cisnienie osmotyczne, warunki dopiywu czy odpiywu, takich czy
innych substancji, @ wiec potencjai chemiczny, elektrochemiczny,
elektryczny, magnetyczny itd. wszelkie przegrody nieprzepuszczal-
ne czy péiprzepuszczelne ( membreny, ktdére warunkuja .objetosc* lub
stosunki przestrzenne), a takZe wewnetrzne pompowanie substancji
(btony czynne), wreszcie oczywiscie o to, jakie sg same uczestni-
czgce czgstki, bo ich jonizucja i wzbudzenie oraz ich reakcje maja
wpiyw na rodzaj oddziaiywania z otoczeniem, ktére teZ moze wysta-
pic jako pole elektryczne lub magnetyczne. Na ogé:t w biologii mamy
réwnowage dynamiczna, tj. staly przebieg réznych proceséw wewnatrz
i z otoczeniem. Procesy te winny sie¢ dac¢ opisa¢ w odpowiednio dob-
renej przestrzeni termodynamicznej (ustelonej w pierwszym etepie
badari).

W drugim etapie nalezy zbadac, jak krzywizna i inne wiasnosci
przestrzeni riemannowskiej wybranej termodynemiki determinuja same
procesy., lub na nie wplywaja. Mozne przypuscic, Zze wplyw ten jest
istotny, w niektérych przynajmniej przypadkach. wazna moze by¢ nie
tylko lokalna krzywizna rozwazanej przestrzeni, ale i globalne
wlesnosci przestrzeni (laczy sie to z zakresem zmiennoéci paramet-
réw i charakteru zaleznoéci od parametréw wlasnosci geometrycznych).

W trzecim etapie wreszcie nalezy rozwazyc¢ role mechenizméw pa-
mieci ( pamiec genetyczna zawarta w DNA i pemigé osobnicza zlokali-
zowena w systemie nerwowym) dla przebiegu proceséw biologicznych.
PoniewaZz badania te znajduja sie¢ dopiero we wstepnej fazie zaawan-
sowenia, mozemy je przedstawic tylko w dosy¢ szkicowy sposéb,

5. TERMODYNAMIKA INFORMACYJNA ROZNYCH RZEDOW

Ogélne pojecie stanu w termodynamice statystycznej jest bardzo
szerokie: jest to dowolny rozkiad prawdopodobieristwa okreslony na
algebrze zdarzer denego ukladu dynamicznego, klesycznego lub kwan-
towego. W przyrodzie realizuja sie¢ na ogél tylko bardzo nieliczne
sposréd tego bogactwa stendéw, te mianowicie, ktére uynikeja'z pew-
nego stabilnego zespoiu warunkéw zewnetrznych i wewnetrznych ukla-
du. Inne, niestabilne zespoly warunkdéw prowadza albo do standw
przejéciowych tek szybko zmiennych, ze nie sa makroskopowo obserwo-
walne, albo tez do stendéw typu turbulencji, ktére choc tez szybko
zmienne sa tak powtarzalne, 2e dadza sie makroskopowo obserwowec
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— e ——————

i opisywac¢ calymi zespolami za pomocg statystyki wyzszego rzedu
(tzn., e wprowadza sig do tego celu nowa makroskopowa algebre
zdarzeh i na niej dopiero buduje sieg hyperstany” makroskopowe
wyzszego rzedu). W biologii stany turbulentne raczej nie wyste-
puje. jak sie wydaje, chyba w jakiché warunkach wyjetkowych lub
patologicznych. Dletego mozemy ograniczy¢ sie do stendéw stabil-
nych, tzw. regularnych o skornczonych wartosciach entropii absolut-
nej (9) (dla pojedynczego stanu) i entropii wzglednej (10) (dla
pery stanéw). Ta ostatnia wielkoéé - entropie wzgledna, czyli zysk
informecji - gre role tzw. funkcji Lapunowa przy przejsciu od jed-
nego stanu do drugiego. gwarantujac stabilnoéé tego procesu, gdyz
jej wartos¢ jest stale dodatnia dla réznych stanéw [19-21].

W klasie stanéw regulernych ( zwenych takze termodynemicznie
regularnymi [22]) mozne konstruowaé¢ termodynemike informacyjna.
o ktérej byia juz mowa wyzZe]. Jak méwilisgmy konstrukcja te polega
na tym, 2e stabilne warunki wewngtrzne i zewnetrzne wyrazane sSg
za pomocg .WigZow statystycznych” polegajacych na ustalonych wars
tosciach srednich pewnych wielkosci fizycznych. 3rednie te sa ma-
kroskopowo mierzalne i moZna je potraktowac albo jako dane feno-
menologicznie, albo tez jako wynikajace z jakiejs obszerniejszej
teorii (np. okreslonego oddziaiywenia z otoczeniem, specjalnej
wewnetrznej struktury i «ukrytych mechanizméw“ np. autometéw itp.)
Zadajec pewne érednie, inne .cheotyzujemy" przez maksymalizacje
entropii (9) przy tych warunkach i w ten sposéb otrzymujemy .stan
reprezentacyjny” dla danego zagadnienia, bedacy jekby érodkiem
klasy stanéw realizujacych dane srednie ( klasa ta ma na 0géi nie-
skoriczenie wiele elementéw). Jedli liniowo niezalezne wielkosci
fizyczne, ktérych grednie Ug Uy Uprews. SR zadane, oznaczymy je
w przypadku klesycznym przez funkcje a( g.p) - b(g.p) c(g.p) seees
a w przypadku kwantowym przez operatory A, B, C,..., to moZzemy
napisac:

Ug = fp a dm, Ub= ebdm, Uc=f?cdm,..-. (14)
e -1 8
albo
Uy =T, (pA), Up=Tr(eB)s Uc=Tr(@C)s:-o (150

jako warunki zadane, natomiast stan reprezentecyjny w postaci:
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o=z ' (@B )ep(-aa-pb-Fc---.) (16)
Q-Z"(a,ﬂ,a‘,...)e.rp(—xﬂ-,BB-;'C‘..-), (17)
gdzie

Z(a,f.7---) ~ ﬁ/'ag,,,ﬁ..,r,,,(. aa - Bb - fc-...)lub=Tr[agp(-aA-pB-7C-...)] (18)

Zwiazek miedzy parametrami Uy, Up .U; +e+ 8 parametrami «, [, B o= -
dany jest przez roéwnenia:

©

1 9z 1

1
Ua'-_fga_' Ub-_zaﬁlr UCU—Eé?l (19}
a entropia przez wyrazenieé
5(P)=J(ﬂ,ﬁ,f,...)='{:ﬂ2'+aua+ﬁ%+IUC+--' a
o 32 B oz & oz
“ ¥ -y e T TP T T .

Zauwazmy dalej z ( 18), Ze wyZsze momenty statystyczne aA maje- po-
stac:

)¢ gk
Uak -!akp;im(albo -Tr(akg)) = (T) —f'a k =(?,5, ..'.). (21)

I analogicznie dla Uy, yvUply +0++ Tak wiec zne jomosc funkcji Z (tzw.
sumy stanéw) pozwala na obliczenie bardzo wielu wielkosci makrosko-
powych, prektycznie wszystkiego, co mp znaczenie W termodynamice,
Znejac X mozemy tez ne ogél jednoznacznie rozwigzac¢ ukiad réwnanh

(19)wzgledem a, B . 7 ..... wyrazejac te wielkosci jako funkcje Uy,
YUy ++.. Otrzymujemy zwiazki z (20):

I8 a5 ﬁ_, (22)

& = ’ = = * =

ktére wyjasniaja zneczenie fizyczne parametréw wariacyjnych ( mnoz-
nikéw Lagrange’a) a, 8.7*.... Ze wzgledu na enalogig z odwrotnos-

2 — , Zagednienia biofizyki wspdlczesnej, 1. r
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ciag temperatury w tradycyjnej termodynamice ( 8 =T'1. gdy 6 = £ =
= energia i () = U = energia wewnetrzna, przy &, = stala Boltzman-
na = 1, jak zakiladamy dla prostoty), wszelkie wspélczynniki «, §S,
7.... nazywamy uogélnionymi ( odwrotnymi) tempereturemi. MozZemy

w korficu tez zauwazyc, ze réwniez korelacje statystyczne migdzy
wielkosciami @, 6, ¢.,... (4. B.C,...) dedza sig obliczyc z funk-
cji Z:

ol ( 1)k+{+nak+£+n_.r
k, L m = 3
Yakbicn “&f“ 6'c"odm (albo =T (A"E°CTQ)) = “— S (@)

k, {(, m, =1, 2, 3,... (dla przypadku kwantowego zakladamy komuto-
walnodc¢ operatoréw A, B, (). Poréwnujac réwnanie wyrazajace zalez-
noéc entropii od Lé:r' Y 5 Uaveu

S=S(Uy, Uy, Up,...) (24)

(stosujemy obecnie .notacje fizyczna“ wg ktérej wyrdznia sig tymi
semymi literami te same wielkosci fizyczne a nie funkcje: te ostat-
nie wynikaja z wyréznienia ergumentdéw) z réwneniem (3), e (22) z (4)
widzimy, ze (24) jest rdéwneniem fundementalnym, a (22) réwnaniami

stanu.
Ograniczajac si¢ na razie do przypadku klasycznego rozwazmy

przyklad jednego stopnia swobody ( I/ - jednowymiarowe ,objetosc")

a=p", b = p27, (im0 2 Blawsi)s (25)

w ktérym funkcja X da sig¢ Scisle wyliczyc za pomocg znanych funkcjii
specjalnych. Otrzymujemy (23) (=o0 { & {(+ oo , B>0)

+oo 1
2 (x ,G}::fe (-ap”- B Qn)d - L(—f{_)f/_ [H (a 2
PR
v Hog ( %}/__%3]1 (26)

gdzie H(z) jest funkcja Hermite“a (Hermite’- Webera lub walca pa-
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rabolicznego [24] s. 274) wyrazajaca sie dla re#< O nastepujecym
znanym przedstawieniem catkowym: -

H ()= fe.qo (-¢t%-2tz)t ~"'dt, (27)

1
Tev)

loc.cit.» p. 281, z ktérego przez prosta zmiane zmiennych otrzymu-
jemy (26). W ten sposéb uzyskujemy rozktad:

1
_“"& exp (-ap” - fp”") . (28)

v F(1/m){H_ 1/72(2!"— Hf/n(t‘ﬂﬂ )]

?ﬂ(qJ‘P) -

ktéry dla z = 1 dsjs rozkiad Gaussa:

e,(q-p)%@em[*ﬂ(w%)ﬂ (29)

a dla 7 = 2 rozkitsd:

2

( 2
g*%? .e.xp[ﬁ(p +§-E) gl—,a;ﬂ

(30)

{3’2(?.;0):‘/'/— < Aexp(ﬁﬁpét),dlaa;()
T (;‘.‘—4.;) A

4hVE Hp[ﬂ(p i )2*8555]040

Var '!.9'% ( CT;
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gdzis J,(*) jest funkcja Webera (tez nazywang funkcja paraboliczne-
go cylindra), a k] (z) funkcje MacDonalda (Kelwina, zmodyfikowana
Bessela drugiego rodzaju), ktéra wraz z funkcja *(z) wyraza sie przez
zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszsgo rodzaju /,(z) wzorami
[24-27]

L, (2)-I(z)
sin(r 7)

57 :
K, ()= 5 dla |argz <%, V+0.+1,¢2,,.. t=lim k) (z)

V=o,ta,t2,... ¥ (31
I, () -1,(z)

1 +3 £
()= cos(v77) 'k 2= g ¢ :}j.;.n:rﬁ(zj
V = -t %' : %'. - - {32)
Funkcja ¢, (p) ma jedno maksimum w punkcie
P }%’ (33)

natomiast funkcje pn(p) dla n= 2, 3,... maja dwa maksima w punktach

n
w TR L+ .
P |/£,ﬁ dy gdy «<0 (34)

albo jsdno maksimum w punkcis

p =0 gdy > 0, (35)
patrz rys. 1
A ?‘..-.f,;;.n
0
iz‘...
—_—] gy —— -
-d, d, P

Rys. 1. Jakosciowa postsc¢ funkcji ¢ (p) dla
n 2 2 przy ujemnym i nieujemnym o
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Analogicznie dla rozkladéw typu(-eo< o, B < oo, #>0)

exp (—apﬂ— ﬂp?n_' jpﬂn )
0P = T, B, 1) ’ (36)

dla ktérych nie potrafimy jeszcze obliczyc éciéle sumy standw X,
dla 7 = 1 otrzymujemy tylko jedno maksimum ( 1 punkt przegiecia,
gdy < ,62(3«). dla n= 2, 3,... trzy nmaksima, gdy:

A2
«>0, B0, £< (37)

5—-& »

dwa maksima, gdy:

2 2
1) «< 0, >0, 3‘>£ 2y et 01, ﬁ<0,3'-£ 3)a <0, B=0,

(38)

oraz jedno maksimum we wszystkich innych przypadkach. Rozkiady

o wieksze] iloéci parametréw mogs miec wiekszg 1los¢ maksiméw

w odpowiednich cbszarach wartosci parametrdéw., Kazdy z tych obsza-
réw wartosci parametréw o pewnym typie jakosciowym charakterze
globalnym wyrazajacym sig rézng ilodcia maksiméw, punktéw prze-
glecia itp.. mozna nazwac faza termodynamiczng naszej uogdélnione]
termodynamiki, Tak wiec, np. w termodynamice jednego mechaniczna-
go, ale 3 termodynamicznych stopni swobody (stopnie te opisuja
dziatanie otoczenia na nasz ukiad i Jébo reakcje na to dziatanie)
opisanym przez rozklad (28) mamy obszary faz termodynamicznych
przsdstawione na rys. 2. Parametry tarmodyqamiczne 88 W tym przy-
padku: {, > O, Uy >0, V>0 -cokx < +00, B0, P >0 (fa-
ktycznie obszar ujemnych entropii jest niefizyczny, ale jest to
wads mechaniki klasycznej, w mechanice kwantowe] nie wystepuje;
dla prostoty zapisu przyjelidmy, Zs masa ukladu u = %). tacznie
mamy sWigec 7 parametréw termodynamicznych, z ktérych 3 sg@ nieza-
lezne co odpowiada 3 termodynamicznym stopniom swobody, jak wy-
jasnialidémy to w rozdziale 2 o termodynamice fenomsnologicznej.
Wszystkie te wielkosci dadzg sig tatwo obliczyc na podstawie po-
danych wzoréw ( jako funkcje wybranych parametréw niezaleznych),
pomijamy tu te wzory z braku miejsca. Pomijemy teZz opis i dysku-




22 Roman S. Ingarden

sjg¢ bardziej realistycznych przyktaddéw ( istotnie makroskopowych,

z duza ilodcia czgstek), jak: gaz idsalny, uklad niezaleznych os-
cylatoréw harmonicznych ( idealne cialo stale), proste modele poli-
meréw itp. (pstrz [28]).

2 mckmmum 1 maksimum
{c-t< |’5>m \ 2
/// \ \
N

obszar niefizyczny

<< 0 f =0 p <o

Rys. 2. Fazy termodynamiczns dla ¢ (o)

Ns rys. 2 pélprosta @ = 0, /3> O jest krzywa przejécia miedzy
fazami. Mozna pokazad, s dla ustalonego 3 entropia S(«,f8) przyj-
muje maksymalng wartos¢ dla punktu przsjscia fazowsgo @ = 0. Po le-
wej stronie tsj wartosci na wykresis rys. 2 mamy obszar z dwoma ms-
ksimami, czyli odpowiadajacy oscylacjom makroskopowym migdzy dwoma
kierunksmi ruchu, dodatnim i ujsmnym w danym ukladzie odniesienia.
Znaczy to, zs najwigksze prawdopodobisristwa, 1 réwne sobie, posia-
daja zdarzenia, zs uklad porusza sig¢ z okrsélong predkoécia. np.

w lewo i w prawo, ped wigc meze dokonywac przsskokéw ,flip-flap~”,
jak spin fsrromagnetyka. Po praws] stronis wykresu dla < > 0 nato-
miast takie przeskoki sa nismozliwe i mamy tylko jsdno maksimum pe-
du dla p = 0. Fizycznie mozna to interpretowac W nastepujacy sposdb,
w fezie z jednym maksimum (nazwijmy je faza normalna albo faza N)
ruchy makroskopowe w ukladzis maja charaktsr jedynie ruchéw dyfuzyj-
nych czyli ruchéw Browna. makroskopowo trudno dostrzsgalnych w nor-
malnych warunkach ( tylko za pomoca specjalnej techniki). Natomiast
w fazie z dwoma maksimami ( nezwijmy ja faza pompowana albo faza P)
mamy obok ruchdéw Browna takze makroskopows ruchy o charakterze po-
stepowym ( np. w gazie idealnym mozna sobie wyobrazic¢ jakby dwa gazy
przenikajace sig wzajemnie 1 poruszajace sie w przeciwnych kierun-
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kach). W fazie normalnej temperatura energstyczna pierwszego rzedu
(7 = 1/x) jest dodatnia i wszystkie zjewiska termodynamiczne prze-
biegaja w .normalny”, dobrze znany sposéb. Natomiast w fazie pom-
powane} 7, < O mamy do czynienia z tzw., ,odwrécenism populacji®,
jakie wystgpuje np. w lassrach i w ukladach spinowych odpowiednio
pompowsnych, i to prowadzi tez jakby do .odwrdcone] termodynamiki”,
ktéra charakteryzujs sie np. mozliwoscia czerpania energii z ukta-
du (oczywidécie kosztem pompowania), & nawst spadku entropii przy
pewnych procesach. Te ostatnie zjawisks znane sg dobrze z fizyki
laseréw i massréw, echa spinowego itp. Tezg obecnej pracy jest. Ze
wiaénie w zjawiskach zyciowych mamy tego typu sytuacje termodyna-
miczne, te uogdlnione, .pompowane“ réwnowagi z .ujemnymi tempere-
turami®. W osobnej prscy [ 29] podsliémy prébe wyjasnienia pierwot-
nych ruchéw cytoplazny w komérkach sukariotycznych roélin i zwie-
rzat (tzw. cyklozy u roslin lub ruchéw oscylacyjnych cytoplazmy
u zwierzat) wkasnis tego typu mechanizmami termodynamicznymi.
Tsmpsrature ﬁ moZna nazwac temperatura termiczna, a temperatu-
re T2 = 1/8 > 0O tempsratura sterowsnia lub tempsratura pompowania.
W ten sposéb dochodzimy do pojecis termodynamiki sterowania (cont-
rol thsrmodynamics) albo tsrmodynamiki cybernstycznsj, Jako szcze-
gélnego dzialu tsrmodynamiki informacyjnej ( ezyli tsrmodynamiki
opartej na pojgciu entropii informacji). Podkreslsmy, Ze odnosi sieg
ona do klasy standw statystycznych, mianowicie standw reprezenta-
cyjnych typu (16). (17), tworzaca ogélnie n -wymiarows (np. z para-
metrami al.....fkn)rozmaitoéé_rdiniczkowalnaﬁfrzna ktérsj mozna
w podany sposéb zbudowac tsrmodynamiczng przestrzeri fazowa m et
przedstawiong w rozdziale 2 i posiadajace n tsrmodynamicznych stop-
ni swobody. W tym opisis termodynamicznym uklad posiada tylko m li-
niowo niezaleZnych obssrwabli mak roskopowych, a wiec wzory typu(21)
i (23) wyczsrpuja wszystkie interesujgce nas momsnty i korelacje

statystyczne.

6. KRZYWIZNA PRZESTRZENI STANOW STATYSTYCZNYCH

Powiedzielidmy w rozdziale 3, ze przestrzen stanéw statystycz-
nych charakteryzujs sig lokalnie ( w pierwszym nieznikajgcym przy-
bliZzsniu rozwiniecia Taylora dla entropii wzgledne] ) przez pewna
metryke riemannowska (12)-(13). Dla ukladéw fizycznych o ciagitych
stopniach swobody ( tzw. zmienne orbitalne), zaréwno klasycznych
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jak kwanfbwych. peina przestrzer standéw statystycznych jest nie-
skorficzenie wymiarowa, trudno wigc na g6t méwié o krzywiznie tej
przestrzeni. JednakZe w przypadku dyskretnych stopni swobody, jak
klasyczne i kwantowe ( oczywidcie skoriczone) uklady spinowe (w kla-
sycznym przypadku chodzi o tzw. model Isinga spinu), otrzymujemy
skoriczenie wymiarows przestrzeri standéw. Okazuje sie, Zze w klasycz-
nym przypadku przestrzern ta ma stala krzywizne dodatnia (chodzi

o krzywizne skalarng Riemanna £ obliczong dla tensore metrycznego
(12)). mozna wigc powiedziecé, ze tworzy wielowymiarowa kule o pew-
nym promieniu (23), W przypsdku kwantowym krzywizna R okazala

sig ujemna i zmienna (30),

Nejbardzisj interesujgcym zagadnieniem jest, jak wyglada krzy-
wizna riemannowska dla przestrzeni standw rsprezentacyjnych w ter-
modynamics informacy]nej. o ktérej byia mowa w rozdziatach 3 1 5,
Zagadnienis to bylo badane w pracach [[17, 18, 23]|. Nie wchodzac
w szczegdiy tsgo dosyc obszernego tematu streszcze tylko krétko zs-
sadnicze wyniki tych prac. Dla klasycznego gezu idealnego r identy-
cznych czgstek w zwyczajnej réwnowadze termodynamicznej ( bez stero-
wania ) otrzymujemy po wyrugowaniu z warunku jednorodnodci termody-
namicznej zmisnnsj] » 1 sprzezonego z nia potencjaiu chemicznago(r
mozna traktowac jako czynnik przsskalowania) zagadnienia z dwoma
termodynamicznymi stopniami swobody, a wiec dwuwymiarows przestrzef
stanéw reprezsntatywnych (np. paremetréw 7 i V). Okazuje sig, e
krzyuiinu riemannowska te] przestrzsni znika, a wigc Ze mozna trak-
towac te przestrzen jnkd przestrzen plasks ( lub prosrnkrsélne).
oczywiscie w rozwezanym przyblizeniu (17, 18]. Podobny wynik otrzy-
muje si¢ rozwezajac zsspdél klasycznych nieoddzialywujgcych oscyla-
toréw liniowych lub uogélnionych (tj. o potencjale typu - ajq}b,
a%» o, b6>0), a wigc ,.idealne cialo stals”., Takze zewnegtrzns pole
megnetyczne ( w przypadku czgstek nstadowanych ) nie ma wplywu na
rozwazang krzywizne riemannowska [ 18].

Powstajs obecnie zagadnienie jak tempsratura stsrowania 3 [ 28]
wpiywa na krzywizne K. Okazuje sig,zs krzywizne ta nie jest staila,
zalezy od parametréw tsrmodynamicznych, mozs teZz zmisniac znak,
przynajmniej w przyblizeniu w jakim wykonalismy na razie rachunki,
Ze wzgledu na skomplikowany charakter funkcji walca paraboliczne-
go.wykonaliémy tylko obliczenia dla matych wartodéci tempsratury
sterowania 8, dokladnie] bezwymiarowego stosunku
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— « 1. (39)

Otrzymaliémy nastepujacy wynik ( chodzi o krzywizng .riemannowska
przy parametrach V, «, S, albo tylko «, 8, bo perametr / nie ma

wptywu ne krzywizne ) [23]:

R =6 - 2181.,3 +§ . (40)
- .

Podkreslamy, ze krzywizna A podana jest w jednostkach bezwymiaro-
wych, gdyz stertowaliémy z entropii wzglednej w jednostkach bez-
wymiarowych ( tzw. nitach, tj. odpowiadajgcych logarytmowi natu-

ralnemu we wzorze (10)). Widzimy, Zze krzywizna zeruje sig w tym
przyblizeniu przy

i 6

a2 | 2181.3

= 0,0027506 € 1, (41)

co miesci sie w grnnicach przyblizSnia (39) ( 0 ile wspdiczynnik
przy nastgpnym wyrazie rozw:l.niecia zﬁ , nie jest bardzo duzy),

a przy wigkszych wartosciach ﬁbha krzywizna staje sig ujemna. Tak
wiec okazuje sig¢, Ze temperatura stsrowania 3 moze w bardzo isto-
tny sposéb wplywac na krzywizne przestrzeni standw tsrmodynamicz-
nych. Wydaje sig, Zze termodynamika sterowania moZs mieC powezne
znaczenie dla teorii procsséw biologicznych, bo krzywizna przes-
trzeni stanéw moze wpiywad¢ na charakter zachodzacych procsséw ter-
modynamicznych czyli przejé¢ z jednych do drugich stanéw w te}
uogélnionej termodynamice ( patrz rozdziet 4 i [19-21, 31].

Trzeba jednek zaznaczyc, ze krzywizna riemannowska nie jest
jeszczs wszystkim, co mogioby mie¢ wpiyw na geometrig trajektorii
w przestrzeni standéw, chyba Ze procesy ograniczaja sig do tak ma-
tych obszaréw, s przyblizenie riemannowskie w zupsinosdci wystar-
czy. Chodzi mianowicie o to, ze dotychczes rozwazalismy wytacznie
pierwszy nisznikajacy wyrez ( tzn. drugi po znikajacych plerwszych
pochodnych ) w rozwinieciu Taylora (11). Jesli uwzglednimy nastep-
ny wyraz, to otrzymamy: -

S(z*+ dx* = k) =g, {xk) dx Ed.:t"{*gqg (xk}dxidqxjd.rl«t Noey, (42)



26 Roman S. Ingarden

gdzie w przypadku klasycznym (32):

g (,t’k)gi(_s n © ‘?zn? nQ + E Y@ 2150
thl 3 gzt da/ It Dat Sxloxl

> (43)

cyki

gdzie znak ...)op oznacza wartoéé érednig w stanie g. Wzér (42)
nie odpowiada juz metryce riemannowskiej. ani zednej innej geo-
mstrii rézniczkowej. Jest to nowego typu geometria globalna

o niesymetrycznej odlegloéci. Nie jest ona metryczna w zwyklym
znaczeniu ( Fréchsta), ma jednak pewne uogélnione wtasnoéci metry-
czne, zachowuje bowism w pewnym znaczeniu twierdzenie Pitagorasa
(33)(C zencow nazywa jg dlatego niesymetryczng geometrig pi-
tagorejska [ 33]). Wydaje sig. ze wiadnie ze wzgledu na niesymetry-
czny chsraktsr odleglosci (42)(dopiero przy uwzglednieniu co naj-
mnie] wyrazu z gakf@rk) (43)) otrzymujemy dobrg interpretacje fi-
zyczng, mianowicis nieodwracalnod¢ proceséw termodynamicznych

w tym przyblizeniu. Uwzglednisnie jsdnak tych przyczynkéw wymaga
jeszcze dalszych badan.

7. WPLYW EWOLUCII GATUNKOW I PAMIECI OSOBNICZEJ

W rozdzisle 5 widzielidmy, Ze sa moZzliwe stany uogélninnej(pte-
rowansj) réwnowagi, w ktérych wystepuje ruchy mekroskopowe réz-
ne od dyfuzji, umozliwiajace opis ruchow cyrkularnych i pulsuje-
cych w cytoplazmie. Powstaja jednak pytanis skad bierze sig ste-
rowanie w ukladzie biologicznym, & po drugie, czy mozna w biolo=-
gii poprzestac na takich stanach, to jest uznac, Ze Zzycie jest
pewnym stanem uog®lnionej rownowagi.

>rodlo stsrowania w uktadach biologicznych jsst podwéjne: wy-
niks z pamieci genstyczne], & wigc wplywu ewolucji gatunkéw na
rozwoj i 2ycie dansgo osobnika, oraz z pamigci osobniczej. t].
wplywu bezposredniej i dalsze] przssztodci osobnika na jego za-
chowanie w dansj chwili. Mechanizmem fizycznym plerwsze] pamieci
jest, jak dzis wiadomo, cykl reprodukcyjny DNA w komdrkach, kté-
ry najpierw prowadzi do cyklicznej produkcji biatek i enzyméw ko-
mérki rozkladanych w procssach komérkowych, s potem wywoluje podzial
komérki w procesis mitozy ( z wyjatkiem komérek nerwowych gdzie os-
tatni proces jest zahamowany, dzigki czemu unika sig periodycz-
nych zaburzen w funkcjonowaniu systemu nerwowego ). Mechanizm pa-
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migci osobniczej jsst mniej zbadany, ale w kazdym razie polega na
regulacji procsséw biologicznych przez uktad nerwowy i hormonalny,
na ktéry wplyws sytuacjs zewngtrzna 1 wewnetrzna osobnika i podle-
ga .zenotowaniu” w odpowiednich miejscach ukladu nerwowego, ktéry
w tym przypadku dzista podobnie jek uklad pamigciowy komputera.
Chociasz nie wiemy jeszcze dokladnie jak to sie wszystko dziejs, to
jednak nie ulega wetpliwodéci, ze funkcjonowanie uktadu biologicz-
nego, s nawet samo jego istnienie, sg nie do pomyélenia bez obu
wspomnisnych pamieci. Gdyby nastgpilo przerwanie dziatania obu pa-
mieci (oczywidcie mam na mydli wyZzsze organizmy zwierzece) w krét-
kim czasie nastapilaby $mierc organizmu z powodu braku czynnikow
stsrujacych i powrotu ukladu do naturalnego stanu réwnowagi ter-
micznej, ktéry jsst stansm émierci. W nizgzych organizmach czynni-
keami stsrujacymi jest DNA i otoczenie za poérednictwsm prostszych
mechanizméw sprzezenia zwrotnego niz uklad nerwowy 1 hormonalny.
Tak wiec bilans entropii w ukladzie musi uwzgledniac calg ewolu-
cje gstunkéw i osobniczg historie zycis danegq organizmu. Nie wys-
tarczy powiedzie¢, jak sig to czesto méwi, np. [34] e. 12, ze .zy-
we organizmy tworzg i podtrzymuja wtasciws im uporzgdkowanie kosz-
tem otoczenis. ktéremu stopieri uporzgdkowania dzigki tsmu zmnisj-
sza sie". Oczywiscie i to jest prawda. ale dzieje eie to za posred-
nictwem ukladu pamigciowsgo, ktéry jest zasadniczym Zrédiem infor-
macji. Informacjs ta jsst rozprsszana w otoczeniu, als jest wcilag2
kopiowana i zsbszpisczana przed zniszczeniem w skali gatunku. Jed-
nostka ginie, ale powstsje potomstwo. Dobér naturalny daje wcigz
odnowienie informacji genetycznej dla jsdnostek, ktére przetrwaly,
gdy wigkszoséé zgingla. Tak wigc dla zrozumienia fizyki tych zjewisk
nie wystsrczy zwykla chemia fizyczna czy bischemia, potrzebna jest
csla biologis swolucji, bilans entropii w skali kilku miliarddéw lat.
Pamigtamy zeawsze o aktualnych komérksch i orgenizmach, s czgsto za-
pominamy o tych, ktére zginety jako juz niezdolne do zycia, ale bez
ktérych obecnie zyjgce powstac by nie mogiy i nie mogtyby zyc.

Z tej krétkiej dyskusji widac tez. zs odpowiedZ na drugie pyta-
nie, czy zycie polsga na jednym stanie réwnowagi uvogélnionej. jest
negatywna. Nie mozs to byc jsdsn stan, jssli mamy wyraine cykle cza-
sowe, & racze] procesy spiralne z nieustannymi rozgatezieniami ( po-
dzist komérek, reprodukcja organizméw) i z silnym oddzialyweniem
jednych indywiduéw z drugimi i jednych gatunkéw z drugimi w ramach
srodowiska ekologicznego, w ogromnej skali czasows] i przestrzsnnej.
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Gdyby zycie na zismi ulsglo przerwaniu, wszystko musiatoby byc po-
wtérzone na nowo w tej samsj mniej wiecsj skali, aby znowu mogiko
byc takie jak dzis, A wigc jJeden kolosalny proces z wieloma pow-
térzeniami (indywidualnymi ), als nie powtarzalny tak atwo, jak
inne procesy fizyczne badane przez fizykéw. Tak wiec trzeba méwid
nie tylko o sterowaniu w ramach jednsgo stanu termodynamicznego,
ale o stsrowaniu przejsc z jednych stanéw (sterowanych) do innych.
Jest to wigc sterowana wedréwka w przestrzeni termodynemicznej po
pewnym torze. mniej lub wigcsj cyklicznym,” @ potem,,, rozdwojenie
tego toru lub zniknigcie (np. podzial komérki lub jej dmierc)? Tu
stajemy przed pytaniem o jakiej wladciwie przestrzeni termodynami~-
cznej méwimy, czy organizmu, czy komérki, czy gatunku, czy tez ato-
méw i molekul tworzgcych organizm. Okezuje sig, Ze musimy zdecydo-
wac sie na opis czgstkowy, w ktérym wydzielimy uklad badany ( np.
komérke) i jego systsm pemieciowy oraz otoczenie. Cata pamiec mu-
si byc zakodowsna w formie odpowiedniego sterowania, takze réwna-
nia ruchu (przejécia od stanu do stanu ) muszg t¢ pamiec 1 sterowa-
nis zewnegtrzns zawierac. Uklad wykonuje pewien cykl pracy, jak cykl
pracy maszyny matem@tyczne], po ktérym nastepuje zatrzymanie: roz-
pad ukiedu ( podziak, smierc). Chodzi oczywiécie o ukiad jeko struk-
ture. @ nie o konkretne atomy i molekuly, ktére ze wzgledu na szyb-
ki metabolizm nisustannie wymieniaja sie z otoczsniem. Dochodzimy
zatsm do wniosku, 2e teoria’ uktadéw zywych musi przypominaé raczej
teorie automatdw [ 35] niz-zwykle termodynamike znanych ukiadéw fi-
zycznych czy chemicznych. Zwykla, tradycyjna termodynamika do ta-
kiego opisu nie nadaje sig¢ zupelnie, natomiast mozna przypudcié,
ze wlasnie naszkicowana wyzej uogdélniona termodynamika, termodyna-
mika sterowania, moglaby spelni¢ takie zadanie, oczywiécie po od-
powiednim rozwinigciu i dostosowaniu. Bylaby wigc to teoria dla
skoficzonsgo czasu, od pewnej chwili poczgtkowe] do koficowej, z za-
deng pemigcig i zadanym zachowaniem sig otoczenia, wlacznie z wa-
runkami poczgtkowymi. Uklad dziata tak diugo jak diugo nie wyczer-
pie swej pamigci ( zapasu negentropii), wtedy nastegpuje jego émierc
(przejécie do stenu termicznego), albo gdy nastapi .bifurkacja" na
dwa uklady, rozdwojenie, rodzaj eksplozji, ktéra juz sie nie mieé-
ci w ramach tego opisu, chyba, ze zastosujemy rodzaj przestrzeni
Focka dla osobnikéw, .biologiczng teorig pola”.

Nie wchodzgc w dalsze rozwinigcie tych myé4li, ktére wkracza juz
znacznie poza ramy tej pracy, chcialbym tylko zauwa2yc, Ze procesy




Statystyczns teoria proceséw w biologii 29

stochastyczne w biologii nie mogg byc wobec powyzszego procesemi
Markowa, bez pamieci. Jest to rzecz odzywista i od dewna prébowa-
no stworzy¢ odpowiedni eperat metemstyczny do tego celu, jek np.
«dziedziczna dynamike" ( hereditary dynemics) Volterry, polege jaca
ne réwnaniach cetkowych 1 rézniczkowo-cetkowych [36] s. 188 ( ksigz-
ka ta wyszia po reaz pierwszy w 1927 r, po hiszperisku, 8 w 1929 r.
po angielsku), elbo réwnania z wyiszymi pochodnymi 1 réwnenie réz-
niczkowo-réznicowe [37], a takie wiele typéw niemarkowskich réw-
neri stochastycznych rozwinigtych w badaniech fizycznych i matema-
tycznych, a takze technicznych ( literatura w tej dziedzinie jest
bardzo obszerne, ale sa@ to przewaznie bedania sd hoc). Jest to
przedmiot zbyt obszerny, eby omawiaé go tutej. Podam tylko berdzo
prosty schemet ideowy procesu z pemieci@, znacznie upraszczajacy
reelne zsgadnienie wystgpujace w biologii, Zeléimy misnowicie dla
uproszczenia, Zs chodzi o dyskretny skorczony rozkiad prawdopodo-
biefistwe zaleiny od dyskretnego czasu o skoku 1, czesu zaczynaja-
cego sig w chwili ¢ = O R

(¢ =1.....N), p(n)>o0, %’;p‘-('n) =1.(n =0, 1, 2,...). (449)
4 L

Uog6lniony dyskretny proces Markowa rzedu £ = 1, 2,...(k =proces)
mozemy obecnie zdefiniowec w nestepujacy sposéb: zadajemy 4 po-
czgtkowych rozkladéw prewdopodobiefistwa p,(0) ...,p(k -1) 1 okres-
lamy:

k 4 Ly oniln
Pk = 220X 1" p (k-1 p (k-2).. . p (k-a), (45)

133

gdzie:
bty B i
A i‘ e . 1 .
GB>0: b - ‘;l"OG 1: ’-,( )’0’ § L;_ 1. (45)
Wielkosc 1, moZzemy nezwec wegemi statystycznymi cc-tej skilsdowej
i ] &
procesu, a uacierzz'_‘1I S prawdopodobieristwem przejécis od stendw

Py (& -1)..'..p&(i¢ -a) do stanu p,; (k) (jej skledowe sa odpowiednimi

prawdopodobierfistwemi warunkowymi). Nastepnie okreslsmy kolejno dle
M= 1: 2-000
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—

p; (k+m) = az;laz . z.t'""“pt-ﬂ(k-:-m—i)...p‘-(k+m~cx). (47)
£1.-.—

{
‘e

Kombinujac pojecie dyskretnego k -procesu Markowe z ideami Volter-
ry [36] mozemy napisaé dla ciggltego & -procesu stochestycznego

(z pamigcia rzedu k ( dla ciaggle} zmiennejX) moze to byé punkt,
skonnczenie wymierowej rozmaitosci rézniczkowelnej

A ¢ ¢
o t)- 2oda [dy,.. [ [ - [l (%gn YT o)

ey, t-T)e(yyt-75). . ¢(yYy.t-Ta) (48)
gdzie:
[r(agy G Tyr- e T VA= 1,L () 20. (49)
&2

Réwnenie (48) daje nieliniowe réwnenie celkowe dla ewolucji uk-
tadu, istotnie zalezne od historii. W tym przypadku nawet dla &= 1
otrzymujemy zaleznos¢ ewolucji od historii, liniowego typu, podob-
nie jek réwnanie badane giéwnie przez Voterre [36]. Dle biologii
jednek nieliniowo$é wydeje sig istotna (ze wzgledu ne rozliczne
sprzezenie zwrotne, tj. na semoregulacje ukledu). Pozs tym napisa-
lismy réwnanie w tak ogdélnej formie, aby pokszac pewne podobieristwo
formalne do .metryki informacji" (42). Te ostatnig bowiem moZemy
napisac w posteci:

S(x+ dae,x)=(g; (% + gy () dx’s 9.kt (%) dz*dz'+...)dz'dz! (50)

1 potraktowac wyrazenie w newiasie jako uogdélniony tensor metrycz-
ny zelezny od kierunku w sposéb niejednorodny tzn., nielokelny ( za-
lezny istotnie od odleglosci od X, tj. dx ). Mozemy to sobie wyo-
brazi¢ pogladowo w ten sposéb, ze poruszajgc sig od bunktu x po
geodezyjnej, najpierw mamy metryke riemannowske gtj(.x). a potem
coraz silniej anizotropowe metryki finslerowskie ( kt6re mozemy lo-
kelnie ujednorodnié). Byé moze na tej drodze datoby sig z jednej
strony nawigza¢ do teorii geodezyjnych C z e nc o wa [33].

a z drugiej do wspomnianych wyzej nieliniowych 1 ~pamietliwych”
réwnan ruchu. Rozstrzygniecie tych sprew wymaga dalszych badsn.
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Na tym koriczymy rozwazania, ktére w tytule pracy nie obiecywa-
iy niczego wiecej jek perspektywy zestosowania w biologii. Perspek-
tywy to jeszcze delekie, ale daja one przynajmniej pewien kierunek
do dalszej pracy. & tekze nadzieje na dyskusje ze specjalistami
réznych dziedzin, od metematyki po bioclogie, ktérych pomoc wydaje
si¢ istotna dla delszego postepu.

Meszynopis wpiynal do Redakcji 7 X 1980
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OF STATISTICAL THEORY OF THERMODYNAMICAL PROCESSES
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Summary

Recent results on the geometrization of basic thermodynemics
are summarized. Special attention is given to the statistical
theory of thermodynamical processes. The possible biophysical
appliceticns of the theory are discussed.
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